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一、单项选择题：本大题共 8 小题，每小题 5 分，共计 40 分．每小题给出的四个选项中，只有

一个选项是正确的．请把正确的选项填涂在答题卡相应的位置上． 

1．下列条件中，使得“ a b ”成立的充分不必要条件是 

A． a b           B． 1 1


a b
        C． 2 2a b          D． ln lna b  

2．已知集合 2{ 6 5 0}   A x x x ， { } B x x a ，且 A B A ，则实数 a的取值范围为 

A． (1, )           B．[3, )           C．[5, )          D． (5, )  

3．已知
4cos

3 5


（ ）= ，则 sin
6


 （ ）的值为 

A．
4
5

             B． 3
5

              C． 3
5

              D．
4
5

 

4．已知 a，b 是两个单位向量，且<a，b>=60°，若 c=2a-b，则 cos<a，c>= 

A． 
1
2

             B． 3
2

             C．
1
3

             D．
3

3
  

5．在△ABC 中，
3

A 
，AB 边上的高等于

3
3

AB ，则 sin C  

A．
7

14
            B． 21

14
             C． 3 7

14
            D．

3 21
14

 

 

注 意 事 项

学生在答题前请认真阅读本注意事项及各题答题要求：

1．本卷共 6 页，包含单项选择题(第 1 题 ~ 第 8 题)、多项选择题(第 9 题 ~ 第 12 题)、填空题(第 13

题 ~ 第 16 题)、解答题(第 17 题 ~ 第 22 题)．本卷满分 150 分，答题时间为 120 分钟．答题结

束后，请将答题卡交回．

2．答题前，请您务必将自己的姓名、调研序列号用 0.5 毫米黑色墨水的签字笔填写在答题卡的规定

位置．

3．请在答题卡上按照顺序在对应的答题区域内作答，在其他位置作答一律无效．作答必须用 0.5 毫

米黑色墨水的签字笔．请注意字体工整，笔迹清楚．

4．请保持答题卡卡面清洁，不要折叠、破损．一律不准使用胶带纸、修正液、可擦洗的圆珠笔．
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6．已知曲线 e ln xy a x x 在点 (1, e)a 处的切线方程为 2 y x b，则 

A． 1e , 1  a b       B． 1e , 1 a b         C． e, 1  a b       D． e, 1 a b   

7．满足 2{ } { , } x m x n y y x m x n„ „ „ „ 的实数对m ， n构成的点( ,m n )共有                                            

A．1 个            B．2 个              C． 3 个           D．无数个 

8．已知 sin cos
13 13

a  
  ，

1 1
4 23 3b


  ， 3 4log 2 log 3c   ，则 

A． a b c          B． a c b            C． c b a          D． c a b   

二、多项选择题：本大题共 4 小题，每小题 5 分，共计 20 分．每小题给出的四个选项中，都有

多个选项是正确的，全部选对的得 5 分，选对但不全的得 2 分，选错或不答的得 0 分．请把

正确的选项填涂在答题卡相应的位置上． 

9．已知复数 z 满足 ( 3 ) 2  z i i ，则 

A． | | 1z   

B． z 的虚部为 3
2

 

C． 3 1 0 z   

D． 2 z z  

10．函数 ( ) tan
4

 f x x 
（2 ），则 

A． ( )f x 的一个周期为
2


 

B． ( )f x 是增函数 

C． ( )f x 的图象关于点
3π( ,0)
8

对称 

D．将函数 tan 2y x 的图象向右平移
π
4
个单位长度可得到 ( )f x 的图象 

11．在棱长为 2 的正方体 1 1 1 1ABCD A B C D 中， E ， F 分别为棱 AB ， 1AA 的中点，点 P 在对角线

1A B 上，则 

A．三棱锥 P CEF 体积为
1
6

  

B．点 P 到平面CEF 的距离为
2
3

 

C． 1AP D P 的最小值为 2 2 2  

D．四面体 BCEF 外接球的表面积为14   
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12．对于数列 na ，若存在正数M ，使得对一切正整数n，都有 na M≤ ，则称数列 na 为有界

数列；若这样的正数M 不存在，则称数列 na 为无界数列．下列说法正确的有 

A．等比数列 na 的公比为 q，若 1q ，则 na 是有界数列 

B．若数列 na 的通项 2
1

1


 
n

k
na

k
，则 na 是有界数列 

C．若正项数列 na 满足：
1

2

( 3)
3





 n
n

n

aa n
a

≥ ，则 na 是无界数列 

D．若数列 na 满足：
1 2 1 2

1 1 1 1

n na a a a a a
   

 ，且 1 0,1a （ ），则 na 是有界数列 

三、填空题：本大题共 4 小题，每小题 5 分，共计 20 分．请把答案填写在答题卡相应位置上． 

13．已知等差数列 na 的前 n项和为 nS ，若 1 2a  ， 6 55 6 30S S  ，则 10a      ▲    ． 

14．如图，由 3 个全等的钝角三角形与中间一个小等边三角形DEF 拼成的一个较大的等边三角

形 ABC ，若 3AF  ，
3 3sin
14

ACF  ，则DEF 的面积为     ▲     ． 

 

 

 

 

 

 

 

               （第 14 题图）                     （第 15 题图）  

15．如图，一个半径为 3 的半圆，C、D 两点为直径 AB 的三等分点，E、F 两点为弧 AB 上的三

等分点，则 CF DE
 

=     ▲     . 

16．已知函数 2( ) 3 3  f x x ，若 m n ,且 ( ) ( )f m f n ，则m 的取值范围为    ▲    ，mn

的取值范围为      ▲      . （本小题第一空 2 分，第二空 3 分） 
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四、解答题：本大题共 6 小题，共计 70 分．请在答题卡指定区域内作答，解答时应写出文字说

明、证明过程或演算步骤． 

17．(本小题满分 10 分) 

已知函数 ( ) 2sin cos 3 cos
4 4 2

 
x x xf x . 

（1）求 ( )f x 的最小值及取得最小值时 x 的取值集合； 

（2）若 ( )f x 的图象向右平移 m ( 0)m 个单位后得到的函数恰好为偶函数，求 m 的最小

值． 

 

 

▲▲▲ 

 

 

 

 

 

 

 

18． (本小题满分 12 分)  

在①∠BAC 的平分线长为
6
5
；②D 为 BC 中点，AD= 7

2
；③AH 为 BC 边上的高，AH= 3 57

19
 

这三个条件中任选一个，补充在下面的问题中，并解决该问题． 

△ABC 中，角 A,B,C 的对边为 a , b , c ，已知b =2， 2cos 3 cos A a B . 

（1）求 c; 

（2）若           ，求∠BAC 的大小. 

注：如果选择多个条件分别解答，按第一个解答计分． 

 

 

▲▲▲ 
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19．(本小题满分 12 分) 

如图，在四棱锥 P ABCD 中，底面 ABCD 是直角梯形， AD BC∥ ， 2AD BC ， 090 DAB ，

平面 PDB 平面 ABCD ， AC BD ， AB PD ， 1BC ， 2PD . 

（1）求证： PD 平面 ABCD ； 

（2）求二面角  D PC B 的余弦值． 

 

 

▲▲▲ 

 

 

 

 

 

 

 

20．(本小题满分 12 分)  

已知函数 ( )f x 满足 2( ) e 2  xf x x x． 

（1）求 ( )f x 的单调区间； 

（2）若关于 x的不等式 ( ) (2 ) 1  f x a x 在 (0, ) 上恒成立，求实数a的取值范围． 

 

 
▲▲▲ 
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21．(本小题满分 12 分)  

已知 nS 为数列 na 的前 n项和， 1 1a ， 2
1 2 2 1    n nS S n n ． 

（1）求 na 的通项公式； 

（2）若 1 1b , 1 ( 1)   n
n n nb b a ，求数列 nb 的前 n 项和 nT ． 

 

 

▲▲▲ 

 

 

 

 

 

 

 

22．(本小题满分 12 分) 

已知函数 2( ) +( 2) ln  f x ax a x x ． 

（1）若 ( )f x 在区间 (1,2)上有极值，求实数 a的取值范围； 

（2）当 0 1 a 时，求证： ( )f x 有两个零点 1x ， 2x 1 2( )x x ，且 1 2( ) ( ) 0  f x f x ． 

 

 

▲▲▲
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一、单项选择题：本大题共 8 小题，每小题 5 分，共计 40 分．  

题 号 1 2 3 4 5 6 7 8 

答 案 D C D  B D A C B 

二、多项选择题：本大题共 4 小题，每小题 5 分，共计 20 分． 

题 号 9 10 11 12 

答 案 AD AC BCD ABD 

三、填空题：本大题共 4 小题，每小题 5 分，共计 20 分． 

13．20 ;      14． 3 ;          15． 1
2

;         16． ( 3, 3)  ， ( 3,3)  

四、解答题：本大题共 6 小题，共计 70 分． 

17．（本小题满分 10 分） 

解：（1）因为 ( ) sin 3 cos 2sin( )
2 2 2 3

   x x xf x ，…………………………………………… 2 分 

当 2 ,
2 3 2

      x k k Z 即
54 ,
3
   x k k Z 时，f (x)取得最小值－2， ……………… 4 分 

所以 f (x)的最小值为－2，此时 x 的取值集合为
5{ | 4 , }
3
   x x k k Z ． ……………… 5 分 

（2）设 ( )f x 的图象向右平移m ( 0)m 个单位后得到函数 ( )g x ，则 ( ) 2sin( )
2 3
  x mg x ，  

因为 ( )g x 为偶函数，所以 ( ) ( ) g x g x ，即 sin( ) sin( )
2 2 3 2 2 3

      x m x m ，  

所以 sin cos( ) 0
2 2 3

  x m 恒成立，所以 ,
2 3 2

      m k k Z ， ……………………… 8 分 

所以 2 ,
3
    m k k Z ，  ………………………………………………………………… 9 分 

又因为 0m ，所以 min
5
3
m ． …………………………………………………………… 10 分 

18．(本小题满分 12 分) 

解：（1）由b =2 及 2cos 3 cos A a B得 cos 3 cosb A a B  ，即 cos cos 3 b A a B ，……… 2 分 

由余弦定理得
2 2 2 2 2 2

3
2 2

    b c a a c bb abc ac ，…………………………………………… 4

分 

所以 3c  ． …………………………………………………………………………………… 5 分 

（2）若选①，记∠BAC=2θ，∠BAC 的平分线交 BC 于 D，则有  ABC ABD ACDS S S△ △ △ ， 

………………………………………………………………………………………… 6 分 

即 1 1 1sin 2 sin sin
2 2 2

   bc b AD c AD   ，………………………………………………… 7
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z

分 

即 12 186sin 2 sin sin
5 5

     即 sin 2 sin  ，所以 2sin cos sin   ， ……………… 9 分 

因为 (0, )
2

  ，所以 sin 0  从而 1cos
2

 即 3
  ，………………………………… 11 分 

所以 2
3

 BAC  . …………………………………………………………………………… 12 分 

若选②，由于 D 为 BC 中点，所以 1 ( )
2

 
  
AD AB AC ， ………………………………… 6 分 

即
2 2 2

4 2   AD AB AC AB AC
    

， ………………………………………………………… 7 分 

又因为 7
2



AD ， 3AB


， 2AC


，所以 3  AB AC

 
， …………………………… 9 分 

即 cos 3    AB AC BAC
 

，所以 1cos
2

  BAC ， …………………………………… 11 分 

又因为 (0, ) BAC  ，所以 2
3

 BAC  .   ……………………………………………… 12 分 

若选③，由于 AH 为 BC 边上的高， 

在 tR BAH△ 中， 2 2 2 9 57 1449
19 19 19

    


BH AB AH ，所以
12 19

19
BH ，…………… 7 分 

在 tR CAH△ 中， 2 2 2 9 57 494
19 19 19

    


CH AC AH ，所以
7 19

19
CH ， …………… 9 分 

所以 19  BC BH CH ，  

由余弦定理得
2 2 2 9 4 19 1cos
2 2 3 2 2
       

  
AB AC BCBAC AB AC

，………………………… 11 分 

又因为 (0, ) BAC  ，所以 2
3

 BAC  .   ……………………………………………… 12 分 

19．(本小题满分 12 分)  

解：（1）因为平面 PDB 平面 ABCD，平面 PDB  平面 ABCD=BD， AC BD ， AC 平面

ABCD 

所以 AC⊥平面 PDB，………………………………………………………………………… 1 分 

又因为 PD 平面 PDB ，所以 AC⊥PD， ………………………………………………… 2 分 

又因为 AB PD ， AC AB A ， AC 平面 ABCD， AB 平面 ABCD， 

所以 PD⊥平面 ABCD，……………………………………………………………………… 4 分 

（2） 

 

由（1）知 PD⊥平面 ABCD， 

又 AD 平面 ABCD，AB 平面 ABCD， 

所以 PD⊥AD，PD⊥AB， 

过 A引 AZ PD∥ ，则有 AZ⊥AD，AZ⊥AB， 

又因为 090 DAB ，即 ADAB  ， 

以 A为原点，以 AB 为 x 轴，以 AD 为 y 轴，以 AZ 为 z 轴建立空间直角坐标系， …… 5 分 
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设 ( 0) AB t t ，则 )0,0,0(A ， )0,0,(tB ， )0,1,(tC ， (0,2,0)D ， (0, 2, 2)P , 

所以 )0,1,(tAC  ， )0,2,( tBD  ， )2,0,0(DP , 

由于 AC BD ，所以 AC 0BD ， 

所以 2 2t ，即 2t ，……………………………………………………………………… 7 分 

从而 )0,1,2(C ，则 )0,1,2( DC ，……………………………………………………… 8 分 

设平面 PDC 的一个法向量为 ),,( zyxn  ，则有 0
0

  


 

 
 n DP
n DC

，

，
即 2 0

2 0
 


 

z
x y

，

，
 

取 1x ，解得 2,
0,

  
y
z

即 (1, 2 , 0)n


， ……………………………………………… 9 分 

同理，可求得平面 PBC 的一个法向量为 )1,0,1(m ， ………………………………… 10 分 

所以 61| cos , | | |
63 2

   


 
m n    ………………………………………………………… 11 分 

设二面角 BPCD  的平面角为 ， 为钝角， 

所以二面角 的平面角余弦值为 6
6

 .  ………………………………………… 12 分 

20．(本小题满分 12 分)  

解：（1）因为
2( ) 2  xf x e x x ，所以 ( ) 2 2   xf x e x ， ……………………………………… 1 分 

( ) ( ) 2 2   xm x f x e x令 ，则 ( ) 2  xm x e ，  

当 ( , ln 2) x 时， ( ) 0 m x ；当 (ln 2, ) x 时， ( ) 0 m x ． 

所以 ( )m x 在 ( , ln 2) 上单调递减，在 (ln 2, ) 上单调递增． 

所以 min( ) (ln 2) 2(2 ln 2) 0   m x m ， ………………………………………………………… 3 分 

即 ( ) 0 f x 恒成立， 

所以 ( )f x 的单调递增区间为 ( , )  ，无单调递减区间．………………………………… 5 分 

（2）由题意 ( ) (2 ) 1  f x a x 在区间 (0, ) 上恒成立，  

即
2 2 2 1    xe x x x ax 恒成立，即

1 e  
x

a xx x 在区间 (0, ) 上恒成立，……………… 6 分 

令
1 e( )   

x
g x xx x ， (0, ) x ，只需 max( )a g x ，…………………………………………… 7 分 

有
2 2 2

( 1)( 1 e )1 e e( ) 1        
xx x x xxg x

x x x ， (0, ) x ，…………………………………… 8 分 

令 ( ) 1 e   xh x x ， [0, ) x ，有 ( ) 1 e 0   xh x ≤ ，从而 ( ) (0) 0h x h≤ ， ………………… 9 分 

所以当 (0,1)x 时， ( ) 0 g x ；当 (1, ) x 时， ( ) 0 g x ，  

所以 ( )g x 在 (0,1)上单调递增，在 (1, ) 上单调递减， …………………………………… 10 分 

所以 ( ) (1) 2 e  g x gmax  ， ………………………………………………………………… 11 分 

所以 2 a e . ………………………………………………………………………………… 12 分 

BPCD 



 
学科网（北京）股份有限公司

高三数学期中参考答案  第 4 页  共 6 页 

21．(本小题满分 12 分)  

解：（1）法一: 当 1n  时， 2 1 5S S 
，即 2 12 5a a 

，由 1 1a 
，得 2 3a 

， 

由
2

1 2 2 1n nS S n n    
，得

2
1 2( 1) 2( 1) 1n nS S n n      ( 2)n≥ ， 

两式相减得： 1 4 ( 2)  n na a n n≥
．又 2 1 4a a 

，满足上式． 

所以当
*n N 时， 1 4n na a n    ， ………………………………………………………… 1 分 

又当 2n≥ 时， 1 4( 1)n na a n  
， 

两式相减得： 1 1 4( 2)  n na a n≥
，………………………………………………………… 2 分 

所以数列
{ }na

的奇数项是以 1 1a 
为首项，4 为公差的等差数列， 

所以
1

1 4 1 2( 1) 2 12
       n

na a n n
 (n 为奇数)， …………………………………… 3 分 

数列
{ }na

的偶数项是以 2 3a 
为首项，4 为公差的等差数列， 

所以
1

1 4 1 2( 1) 2 12
       n

na a n n
 (n 为偶数)， …………………………………… 4 分 

所以
2 1 na n

，即
{ }na

的通项公式是
2 1na n 

．………………………………………… 5 分 

法二：因为
2

1 2 2 1    n nS S n n ，所以
2 2 2

1 1( 1) ( ) ( 1) ( 1 )          n
n nS n S n S ， ……… 2 分 

因为
2

1 1 0 S
，所以

2 0nS n 
，即

2
nS n

，……………………………………………… 3 分 

当 2n≥ 时，
2 2

1 ( 1) 2 1n n na S S n n n        ，………………………………………… 4 分 

当 1n 时， 1 1a 
适合上式，所以

{ }na
的通项公式是

2 1na n  . ………………………… 5 分 

（2）因为 1 ( 1)n
n n nb b a    ，所以： 

当 *2 1( )n k n N   时， 2 2 1 2 1 2(2 1) 1 4 3k k kb b a k k        ……①  

当 *2 ( )n k n N  时， 2 1 2 2 2 2 1 4 1k k kb b a k k        ……② 

①、②两式相减得： 2 1 2 1 2( 1)  k kb b k≥
，………………………………………………… 6 分 

因为 1 1b 
， 3 1 2b b 

，所以 3 1b 
， 

因为 2 1 2 1 2( 1)  k kb b k≥
，所以当 n为奇数时，

1nb 
，  ………………………………… 7 分 

当 n为偶数时， 1 1 2( 1) 1 2 3n n nb b a n n       
， 

所以 1 1 2 3 1 2 2n nb a n n      
，………………………………………………………… 8 分 

所以
1,

2 2,n

n
b

n n


 


为奇数

为偶数
，  ………………………………………………………………… 9 分 

(i)当 n 为偶数时， 

2
1 3 1 2 4

(2 2 2) 1 12( ) ( ) 12 2 2 2

 
             n n n

n nnT b b b b b b n n ．
 
………… 10 分 

(ii)当 n 为奇数时， 
2

1 1 1 1
1 1[ ( 1) ( 1)] [2( 1) 2]2 2             n n n n nT T b T b n n n 21 1 12 2  n n

． ……… 11 分 

综上, 
2

2

1 1 1,2 2
1 1
2 2

   


n

n n n
T

n n n

为奇数

， 为偶数
. ……………………………………………………… 12 分 
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22．(本小题满分 12 分) 

解：（1）因为 2( ) ( 2) lnf x ax a x x    ， (1, 2)x   

所以
22 ( 2) 1 (2 1)( 1)1( ) 2 2           ax a x x axf x ax a x x x

， ………………………… 1 分 

①当 0a≤ 时， ( ) 0f x     

所以 ( )f x 在 (1, 2)上单调递减，所以 ( )f x 在 (1, 2)上无极值点，………………………… 2 分 

②当 0a  时，当
1(0, )x a 时， ( ) 0f x  ；当

1( , ) x a 时， ( ) 0g x  ， 

所以 ( )f x 在
1(0, )a 上单调递减，在

1( , )a 上单调递增． 

所以 ( )f x 的极小值点为
1
a ，无极大值点， 

因为 ( )f x 在 (1, 2)上有极值，所以
1 (1,2)a ， 

所以 
1 12  a

.  …………………………………………………………………………… 4 分 

（2）当0 1a  时，

(2 1)( 1)( )    x axf x x ， 0x   

由(1)知：

1 1 1( ) ( ) ln 1    f x f a a a极小
，0 1a  ，

1 1a  

令
1t a ， 1t  ，则 ( ) ln 1f t t t     

因为
1( ) 1 0    f t t ， (1, )t   恒成立，所以 ( )f t 在 (1, ) 上单调递减 

所以 ( ) (1) 0f t f  即

1( ) ( ) 0 f x f a极小
， ………………………………………………… 5 分 

因为
2 2

1 2 1 2( ) ln 1 0       a a a af e e e e ee e ， 

由(1)知： ( )f x 在
1(0, )a 上单调递减，且

1 1( ) ( ) 0 f fe a ，  

所以 ( )f x 在
1(0, )a 上存在唯一的零点 1x ，使 1( ) 0f x  ，…………………………………… 6 分 

因为

3( 2)3 9 3 3 3( ) ln 3 ln     af a a a a a a ， 

又

3 3ln 1,0 1   aa a ，所以

3( ) 3 1 4 0   f a ， 

由(1)知 ( )f x 在
1( , )a 上单调递增，且

1 3( ) ( ) 0 f fa a ， 

所以 ( )f x 在
1( , )a 上存在唯一的零点 2x ，使 2( ) 0f x  ． 

所以 ( )f x 有两个零点 1x ， 2 1 2( )x x x .  ……………………………………………………… 7 分 

下面证明 1 2( ) ( ) 0f x f x   ： 

设 1 20 x x  ，则 
2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

( ) ( 2) ln ( ) 2 ln 0
( ) ( 2) ln ( ) 2 ln 0
f x ax a x x a x x x x

f x ax a x x a x x x x
         


        
． 

两式相减：
2 2

1 2 1 2 1 2 1 2[( ) ( )] 2( ) (ln ln ) 0       a x x x x x x x x  
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即

1
1 2 1 2 1 2

2
( )( 1) 2( ) ln 0      

xa x x x x x x x  

所以

1
1 2

2

1 2 1 2

2( ) ln

( )( 1)

 


  

xx x xa x x x x ， ……………………………………………………………… 8 分 

因为

22 ( 2) 1 1( ) 2 2       ax a xf x ax ax x  

所以
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 1 1 1( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2( 2) 2 ( 1) ( ) 4             f x f x a x x a a x xx x x x  

1 1
1 2

2 2

1 2 1 2 1
1 2

1 2 12 2

2( ) ln 2ln

( )( 1) (
1 1 1 12( 1) ( ) 4 ( )

)

 

   
        x x x x x

x xx x x x
x x x x xx x

，…………… 9 分 

要证： 1 2( ) ( ) 0f x f x   ，即证：

1

2

1 12
1 2

2

1 1( ) 0(
)

0
2

(
)

ln
    


x xx x

x
x

x x
， 

只要证：
1 2

2 2

1

1

1 12ln (( ) 0)  x
x x xxx ，即证：

1 2

2

1

2 1
02ln   

x x
x x

x
x . …………………… 10 分 

令

1

2
, (0,1) 

xt tx ，即证：

1ln 02   t tt
， (0,1)t  ． 

令
( ) 2ln 1 m t tt t ， (0,1)t  ，则

2

2 2
( 1)112( 0)      m t

tt t
t

， (0,1)t  恒成立 

所以 ( )m t 在 (0,1)上单调递减，所以 ( ) (1) 0m t m  ．  

即

1 2

2

1

2 1
02ln   

x x
x x

x
x 成立， 

故 ( )f x 有两个零点 1x ， 2x 1 2( )x x ，且 1 2( ) ( ) 0  f x f x .  …………………………… 12 分


