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山东中学联盟 2021 级高三 12 月全省大联考 

数学答案及评分标准 
一、选择题：本题共 8 小题，每小题 5 分，共 40 分。 
1-5：ВАBCB    6-8：DDC 

二、多选题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分. 
9.ABD   10.BCD   11.AC   12.ABD 

三、填空题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分. 

13. 1
2

−    14. ( )2 26 16x y− + =    15.
40 10

3
π    16.1 

四、解答题：本题共 6 小题，共 70 分. 

17.（10 分）解：（1） ( ) 23sin cos cosf x x x xω ω ω= −  

3 1 1 1sin2 cos2 sin 2
2 2 2 6 2

x x x πω ω ω = − − = − − 
 

 

由函数 ( )f x 的最小正周期为π .即 2
2
π π
ω
= ，得 1ω = ， 

( ) 1sin 2
6 2

f x x π = − − 
 

，
2 1
3

f π  = − 
 

 

（2）由 ( ) 1
2

f B = 得，sin 2 1
6

B π − = 
 

， 

角 B 为三角形 ABC 的内角，
3

B π
∴ = . 

3a c= ， 2b = ，
1cos
2

B = ，由余弦定理

2 2 2

cos
2

a c bB
ac

+ −
= ， 

得
( ) ( )22 23 21

2 2 3

c c

c c

+ −
=

× ×
，即 2 2

7
c = ，

14
7

c∴ =  

18.（12 分）解：（1）设等差数列{ }na 的公差为d ， 

则 2 3 12 3 10a a a d+ = + = ， 10 110 45 110S a d= + =  

解得 2d = ， 1 2a = ， 

( ) ( )1 1 2 2 1 2na a n d n n∴ = + − = + − = . 

因为3 2 1n nT b= + ① 
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所以当 2n ≥ 时 1 13 2 1n nT b− −= + ② 

①－②可得， 12n nb b −= −  

当 1n = 时， 1 1b = . 

∴数列{ }nb 是 1 为首项， 2− 为公比的等比数列。 

所以 ( ) 12 n
nb −= −  

即 2na n= ， ( ) 12 n
nb −= −  

（2）由（1）知道数列{ }na 和数列{ }nb 的相同项即为数列{ }nb 的所有大于等于 3 的奇数项， 

即是： 22 ， 42 ， 62 ， 82 ， 102 ， 122 ，…，即
22 4n n

nc = = ， 

所以
( ) 14 1 4 4 4
1 4 3

n n

nT
+− −

= =
−

. 

19.（12 分）解：（1）因为 ( ) 1xf x e x= − − ，所以 ( ) 1xf x e′ = − ，则 ( )1 1f e′ = − ， ( )1 2f e= −  

所以，切线方程为 ( ) ( )( )2 1 1y e e x− − = − −  

即 ( )1 1y e x= − −  

（2）由（1）知， ( ) exf x a′ = − . 

①当 1a ≤ 时， ( )f x 在区间[ ]0,1 上单调递增且 ( )0 0f = ，所以 ( )f x 在区间[ ]0,1 上有一个零点. 

②当 ea ≥ 时， ( )f x 在区间[ ]0,1 上单调递减且 ( )0 0f = ，所以 ( )f x 在区间[ ]0,1 上有一个零点. 

③当1 ea< < 时， ( )f x 在区间[ ]0, lna 上单调递减，在 ( ]ln ,1a 上单调递增，而 ( )1 e 1f a= − − . 

当 e 1 0a− − ≥ ，即1 e 1a< ≤ − 时， ( )f x 在区间[ ]0,1 上有两个零点. 

当 e 1 0a− − < ，即e 1 ea− < < 时， ( )f x 在区间[ ]0,1 上有一个零点. 

综上可知，当 1a ≤ 或 e 1a > − 时， ( )f x 在[ ]0,1 上有一个零点， 

当1 e 1a< ≤ − 时， ( )f x 在区间[ ]0,1 上有两个零点. 

20.（12 分）解：（1）连接 BD交 AC 于M ， 

BC AD∥ ，
1
2

BM BC
MD AD

∴ = = ， 
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1
2

PF FD=
 

 ，
1
2

PF
FD

∴ = ， 

BM PF
MD FD

∴ = ， PB FM∴ ∥ ， 

又 FM ⊂平面 ACF ， PB ⊄平面 ACF ， PB∴ ∥平面 ACF . 

（2）设线段 PB 上存在一点 H ，使得CH 与平面 ACF 所成角的余弦值为
30
6

， 

即CH 与平面 ACF 所成角的正弦值为

2
30 61
6 6

 
− =  
 

， 

设 ( )0 1PH PBλ λ= ≤ ≤
 

，取 AD 中点O，连接OC ，OP ， 

PA PD= ， PO AD∴ ⊥ ， 

侧面PAD ⊥底面 ABCD，侧面 PAD底面 ABCD AD= ，PO ⊂侧面 PAD ， 

PO∴ ⊥底面 ABCD， 

BC AD∥ ， AB AD⊥ ， 2 2 2AD AB BC= = = ， CO AD∴ ⊥ ， 

以 O 为坐标原点，分别以OC ，OD ，OP 所在直线为 x，y，z 轴建立如图所示的空间直角坐标系， 

 

则 ( )1,0,0C ， ( )0, 1,0A − ，
1 20, ,
3 3

F  
 
 

， ( )0,0,1P ， ( )1, 1,0B − ， 

则 ( )1,1,0AC =


，
4 20, ,
3 3

AF  =  
 


， 

设平面 ACF 的一个法向量为 ( ), ,n x y z=


， 

则

0
4 2 0
3 3

n AC x y

n AF y z

 ⋅ = + =



⋅ = + =



 ，令 1y = ，则 1x = − ， 2z = − ， 

∴平面 ACF 的一个法向量为 ( )1,1, 2n = − −


， 

又 ( )1, 1, 1PB = − −


， ( ) ( )1, 1, 1 , ,PH λ λ λ λ∴ = − − = − − ， 
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又 ( )1,0,1CP = −


， ( )1, , 1CH CP PH λ λ λ∴ = + = − − − +
  

， 

设CH 与平面 ACF 所成角θ， 

则

( ) ( )2 22

1 2 2 6sin cos ,
66 1 1

n CH
n CH

n CH
λ λ λ

θ
λ λ λ

⋅ − − + −
= = = =

× − + + −




 ， 

整理得 23 4 1 0λ λ− + = ，解得 1λ = 或
1
3

λ = ， 

当 1λ = 时，
2 2 21 1 1 3PH PB= = + + = ， 

当
1
3

λ = 时，
1 3
3 3

PH PB= = ， 

故在线段 PB 上存在一点 H ，使得CH 与平面 ACF 所成角的余弦值为
30
6

， 3PH = 或
3

3
PH = . 

21.（12 分）解：（1）由
2 2 2 2 10 0x y x+ + − = ，得 ( )2 22 12x y+ + = ， 

故 ( )2,0C − ，半径 2 3QC =  

由题意知， QP QF=  

2 3 2 2QC QF QC QP∴ + = + = >  

∴对 Q 的轨迹是以 C、F 为焦点的椭圆. 

设椭圆方程为 ( )
2 2

2 2 1 0x y a b
a b

+ = > >  

则 3a = ， 2c = ， 1b =  

所以椭圆方程为

2
2 1

3
x y+ = ； 

（2）由（1）得，曲线为 ( )2 2 1 0x y x+ = > ， 

由题意可知直线MN 的斜率存在且不为 0， 

由对称性可设直线 ( ): , 0MN y kx m km= + <  

由直线MN 与曲线 ( )2 2 1 0x y x+ = > 相切可得
2

1
1

m

k
=

+
，所以 2 2 1m k= + ， 
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联立 2
2 1

3

y kx m
x y

= +



+ =

可得 ( )2 2 21 3 6 3 3 0k x kmx m+ + + − = ， 

所以 1 2 2
6

1 3
kmx x

k
+ = −

+
，

2

1 2 2
3 3
1 3
mx x

k
−

⋅ =
+

， 

所以 ( )
2 2 2

22 2 2
1 2 1 2 2 2 2

6 3 3 241 4 1 4 1 3
1 3 1 3 1 3

km m kMN k x x x x k k
k k k

− = + ⋅ + − ⋅ = + − − ⋅ = + ⋅ = + + + 
， 

化简得 ( )223 1 0k − = ，所以 1k = ± ， 

所以
1

2

k

m

=


= −
或

1

2

k

m

= −


=
，所以直线 : 2MN y x= − 或 2y x= − + ， 

所以直线MN 过点 ( )2,0F ， 

所以 M，N，F 三点共线. 

22.（12 分）解：（1）当
1
2

a = − 时，函数 ( ) ( ) ( )
2

2
ln ln 10x x xf x x x f x
x x

+′ −
= − > ⇒ = ， 

易知 ( ) 2 ln 1g x x x= + − 在定义域上单调递增，且 ( )1 0g = ， 

所以当 ( )0,1x∈ 时， ( ) ( )0 0g x f x< ⇒ <′ ，即此时 ( )f x 单调递减， 

当 ( )1,x∈ +∞ 时， ( ) ( )0 0g x f x> ⇒ >′ ，即此时 ( )f x 单调递增， 

故 ( )f x 在 1x = 时取得极小值， ( )1 1f = ； 

（2）由 ( ) ( )
2

2
2 ln 2 ln 2a x x a x af x x f x

x x
− +

= + ⇒ ′ = ， 

令 ( ) 0f x′ = ，即 2 2 ln 2 0x a x a− + = ， 

由题意可知 1x ， 2x 是方程 2 2 ln 2 0x a x a− + = 的两个根， 

则
2
1 1
2
2 2

2 ln 2 0
2 ln 2 0

x a x a
x a x a

 − + =


− + =
， 

欲证 ( ) ( ) ( )1 2 1 24f x f x x x+ > +  

由于 1 0x > ， 2 0x > ，只需证
( ) ( )1 2

1 2

4
f x f x

x x
+

>
+

， 
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即证，

2 2
1 2 1 2

1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

2 ln 2 ln 2 2
22 4

a x a x x a x ax x x x
x x x x a

x x x x x x

+ +
+ + + + + +

= = + >
+ +

 

即证 1 2a x x> ， 

令 ( ) ( ) ( )
2

2 2 22 ln 2 0 x ah x x a x a x h x
x
−

= − + > ⇒ =′ ， 

若 0a ≤ ， ( ) ( )0h x h x′ > ⇒ 定义域上单调递增，不存在两个零点，舍去； 

则 0a > ，可知在 ( )0,x a∈ 时， ( ) ( )0h x h x′ < ⇒ 单调递减， 

在 ( ),x a∈ +∞ 时， ( ) ( )0h x h x′ > ⇒ 单调递增， 

要符合题意则需 ( ) ( )33 ln 0 e ,h a a a a a= − < ⇒ ∈ +∞ ， 

又 0x → 时， ( ) 0h x > ， x →+∞时， ( ) 0h x >  

此时不妨令 1 20 x a x< < < ， 

构造函数 ( ) ( ) ( )0aH x h x h x a
x

 = − < < 
 

 

( ) ( )
2

222

2 3

2 2 22 2 0

a a x ax a axH x ax x x
x

  −  −−  ⇒ = +′ = ≥ ， 

即 ( )H x 在定义域内单调递增，即 ( ) ( ) ( )0 aH x H a h x h
x

 < = ⇒ <  
 

， 

所以 ( ) ( )1 2
1

ah x h x h
x

 
= <  

 
， 

因为 1 20 x a x< < < ，所以
1

a a
x
> ， 

且在 ( ),x a∈ +∞ 时， ( )h x 单调递增，故 2 1 2
1

ax x x a
x

< ⇒ < ，得证. 

 


