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2023-2024 学年第一学期高三年级期末学业诊断数学试卷

参考答案及评分标准

一.单项选择题：C B A B C C A A

二.多项选择题：9.BD 10.AC 11.ACD 12.ABD

三.填空题：13. 2y x= ± 14.25 15. 3 16. 3e

四.解答题：

17.解：（1）设 na 的公差为 d ，由题意得  
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当 1n = 时，则 1 1 12 2 3 1S b b= = - ， 1 1b\ = ，

当 2n ³ 时，则 1 12 3 1n nS b- -= - ， 1 12 2 3 3n n n nS S b b- -\ - = - ， 13n nb b -\ = ，

\  nb 是以 1 为首项，3 为公比的等比数列，\  1 *3 Nn
nb n-= Î ；

（2）由（1）得  1 *(2 1) 3 Nn
n n nc a b n n-= = - × Î ，

2 2 1
1 2 3 1 1 1 3 3 5 3 (2 3) 3 (2 1) 3n n

n n nT c c c c c n n- -
-\ = + + + + + = ´ + ´ + ´ + + - ´ + - ´L L ，①

2 3 13 1 3 3 3 5 3 (2 3) 3 (2 1) 3n n
nT n n-\ = ´ + ´ + ´ + + - ´ + - ´L ，②

①－②得  2 3 12 1 2 3 3 3 3 (2 1) 3n n
nT n-- = + ´ + + + + - - ´L ，

\  *( 1) 3 1 Nn
nT n n= - ´ + Î .

18.解：（1）由题意得
1 3sin 3 3
2 2ABCS a AD ADB aD = × Ð = = ， 6a\ =

Q 2BD DC=
uuur uuur

， 4BD\ = ， 2CD = ，

\ 2 2 2 2 cos 12AB AD BD AD BD ADB= + - × Ð = ， 2 3AB\ = ，

\
2 2 2 3cos
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AB BD ADB
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+ -
= =

×
， 0 180B° < < °Q ， 30B\ = ° ；

（2）由题意得 BD CD= ，
1 ( )
2

AD AB AC\ = +
uuur uuur uuur

，

\    2 2 22 2 21 1 1( ) 2 2 cos 4
4 4 4

AD AB AC AB AC AB AC c b bc BAC= + = + + × = + + Ð =
uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

，

Q 2 2 28b c+ = ， cos 6bc BAC\ Ð = - ，
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\ 2 2 2 2 cos 40a b c bc BAC= + - Ð = ， 2 10a\ = ，

Q 1 sin 3 3
2ABCS bc BACD = Ð = ， sin 6 3bc BAC\ Ð = ， 12bc\ = ，

\ 2 2 2( ) 2 52b c b c bc+ = + + = ， 2 13b c\ + = ，

\ 2( 10 13)a b c+ + = + ， ABC\△ 的周长为 2( 10 13)+ .

19.（1）证明：Q四边形 ABCD是正方形，\ AB AD^ ，

Q SA AB^ ， SA AD A=I ， AB\ ^ 平面 SAD ， SD AB\ ^ ，

同理可证 SD BC^ ， AB BC B=Q I ， SD\ ^平面 ABCD，

\四棱锥 S ABCD- 是一个“阳马”；

（2）由（1）得 SD ^ 平面 ABCD， SD AD\ ^ ，

Q 3 2SA = ， 3AB = ， 3SD\ = ，

以点 D 为原点， DA， DC ， DS 所在的直线分别为 x 轴， y 轴， z 轴，建立如图所示的空间直角坐标系，

由题意可得 (0,0,0)D ， (3,0,0)A ， (3,3,0)B ， (0,3,0)C ， (0,0,3)S ，

Q AE ECl= ，
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，

设  1 1 1, ,m x y z=
r

是平面 SAE 的一个法向量，则
,

,

m AC

m SA

ì ^ï
í

^ïî

uuurr
uurr

\ 1 1

1 1

3 3 0,
3 3 0,

x y
x z

- + =ì
í - =î

令 1 1z = ，则
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，

设  2 2 2, ,n x y z=
r

是平面 SDE 的一个法向量，则
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令 2 1y = - ，则
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， ( , 1,0)n l\ = -
r

，
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2 29 3 3 10
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è ø è ø

，

Q SD ^ 平面 ABCD，\直线 SE 与底面 ABCD所成角的正切值为
2 10

5
SD
DE

= .

20.解：（1）设 iA = “第 i 天选择米饭套餐” ( 1,2)i = ，则 iA = “第 i 天选择面食套餐”，

根据题意  1
2
3

P A = ，  1
1
3

P A = ，号  2 1
1|
3

P A A = ，  2 1
2|
3

P A A = ，

由全概率公式，得          2 1 2 1 1 2 1| |P A P A P A A P A P A A= +

2 1 1 2 4
3 3 3 3 9

= ´ + ´ = ；

（2）（i）设 nA =“第 n 天选择米饭套餐” ( 1, 2, )n = L ，

则  n nP P A= ，   1n nP A P= - ，  1
1|
3n nP A A+ = ，  1

2|
3n nP A A+ = ，

由全概率公式，得          1 1 1
1 2| |
3 3n n n n n n n nP A P A P A A P A P A A P+ + += + = - + ，

即 1
1 2
3 3n nP P+ = - + ， 1

1 1 1
2 3 2n nP P+

æ ö\ - = - -ç ÷
è ø

，

Q 1
1 1
2 6

P - = ，
1
2nPì ü\ -í ý

î þ
是以

1
6
为首项，

1
3

- 为公比的等比数列；

（ii）由（i）可得  
1

*1 1 1 N
2 6 3

n

nP n
-

æ ö= + ´ - Îç ÷
è ø

，

当 n 为大于 1 的奇数时，

1 21 1 1 1 1 1 14 5
2 6 3 2 6 3 27 9

n

nP
-

æ ö æ ö= + ´ - £ + ´ = <ç ÷ ç ÷
è ø è ø

；

当 n 为正偶数时，

11 1 1 1 5
2 6 3 2 9

n

nP
-

æ ö= - ´ < <ç ÷
è ø

.

21.解：（1）由题意得 ,0
2
pF æ ö

ç ÷
è ø

， ,0
2
pD æ ö-ç ÷

è ø
，

设直线 AB 的方程为 ( R)
2
px ty t= + Î ，  1 1,A x y ，  2 2,B x y ，
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由
2

,
2

2

px ty

y px

ì = +ï
í
ï =î

得
2 22 0y tpy p- - = ，

\ 1 2 2y y tp+ = ，
2

1 2y y p= - ，

\      2 2 2 2
1 2 1 2 1 24 4 1y y y y y y p t- = + - = + ，

\ DAB△ 面积
2 2 2

1 2
1 | | 1
2DABS DF y y p t pD = × - = + ³ ，

当 0t = 时， DABSD 取最小值
2p ， 2p\ = ，

\抛物线C 的方程为
2 4y x= ；

（2）由（1）得抛物线
2: 4C y x= ，假设存在定点  0 0,P x y ，

设直线 l的方程为 5 ( 2)( )x m y m R- = - Î ，  3 3,M x y ，  4 4,N x y ，则 3 0y y¹ ， 4 0y y¹ ，

由 2

5 ( 2),
4

x m y
y x

- = -ì
í =î

得
2 4 4(2 5) 0y my m- + - = ，

3 4 4y y m\ + = ， 3 4 4(2 5)y y m= - ，

PM PN^Q ， 0PM PN\ × =
uuuur uuur

，

           2 2 2 2
3 0 4 0 3 0 4 0 3 0 4 0 3 0 4 0

1
16

PM PN x x x x y y y y y y y y y y y y× = - - + - - = - - + - -
uuuur uuur

Q ，

 2
0 3 4 0 3 4 16 0y y y y y y\ + + + + = ，    2

0 04 2 4 0y m y\ + + - = ，

当 0 2 0y + = 时，即
0

0

2,
1

y
x

= -ì
í =î

时， PM PN^ 恒成立，\存在定点 (1, 2)P - .

22.解：（1）当 1k = 时， ( ) ln 1f x x x= + ， (0, )x Î +¥ ，则 ( ) ln 1f x x¢ = + ，

令 ( ) 0f x¢ < ，则
10 x
e

< < ；令 ( ) 0f x¢ > ，则
1x
e

> ，

\ ( )f x 在
10,
e

æ ö
ç ÷
è ø

上单调递减，在
1 ,
e

æ ö+¥ç ÷
è ø

上单调递增，

\ ( )f x 在
1x
e

= 处取得最小值
1 11f
e e

æ ö = -ç ÷
è ø

；

（2）①当 1k = 时，则 ( ) ln 1 1 0f x x x= + > > ，显然成立；
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②当 1k > 时，原不等式等价于
ln
1

x x xk
x

+
<

-
，

令
ln( )
1

x x xg x
x

+
=

-
， 1x > ，则 2

ln 2( )
( 1)

x xg x
x

- -
¢ =

-
，

令 ( ) ln 2h x x x= - - ， 1x > ，则
1( ) 0xh x

x
-

¢ = > ， ( )h x\ 在 (1, )+¥ 上单调递增，

Q (3) 1 ln 3 0h = - < ， (4) 2(1 ln 2) 0h = - > ，

\ 0 (3, 4)x$ Î ，  0 0h x = ，即 0 0ln 2 0x x- - = ， 0 02 lnx x\ - = ，

当  01,x xÎ 时， ( ) 0h x < ， ( ) 0g x¢ < ， ( )g x\ 在  01, x 上单调递减，

当  0 ,x xÎ +¥ 时， ( ) 0h x > ， ( ) 0g x¢ > ， ( )g x\ 在  0 ,x +¥ 上单调递增，

\ ( )g x 在 0x x= 处取得最小值为   0 0 0
0 0

0

ln
1

x x xg x x
x

+
= =

-
，

\  0 0k g x x< = ，且 0 (3, 4)x Î ，

综上，实数 k 的最大整数值为 3.

注：以上各题其它解法请酌情赋分.


