
2024年1月“七省联考”押题预测卷03

数  学

（考试时间：120分钟  试卷满分：150分）

注意事项：

1．本试卷分第Ⅰ卷（选择题）和第Ⅱ卷（非选择题）两部分。答卷前，考生务必将自己的姓名、准

考证号填写在答题卡上。

2．回答第Ⅰ卷时，选出每小题答案后，用2B铅笔把答题卡上对应题目的答案标号涂黑。如需改动，

用橡皮擦干净后，再选涂其他答案标号。写在本试卷上无效。

3．回答第Ⅱ卷时，将答案写在答题卡上。写在本试卷上无效。 

4．考试结束后，将本试卷和答题卡一并交回。

一、选择题：本题共 8 小题，每小题 5 分，共 40 分．在每小题给出的四个选项中，只有一项是符合

题目要求的．

1．设集合
   3 4 5 0A x x x   

，
 2 8B x x 

，则 A B  （    ）

A.  ,5 B. 
4 ,5
3

 
  

C. 
3 ,4
4

 
 

D. 
4 ,4
3

 
 

【答案】D

【解析】因为     43 4 5 0 ,5
3

A x x x         
，    2 8 ,4B x x     ，

所以
4 , 4
3

A B    
 .

故选：D.

2．设 x  R ，则“ sin 1x  ”是“ cos 0x  ”的（    ）

A. 充分不必要条件 B. 必要不充分条件 C. 充分必要条件 D. 既不充分也不必

要条件

【答案】A

【解析】因为 2 2sin cos 1x x  可得：

当 sin 1x  时， cos 0x  ，充分性成立；

当 cos 0x  时， sin 1x   ，必要性不成立；

所以当 x  R ， sin 1x  是 cos 0x  的充分不必要条件.

故选：A.

3．已知非零向量 a

，b


满足  3,1b 


，

π,
3

a b 
 

，若  a b a 
  

，则向量 a

在向量b


方向上的

投影向量为（    ）

A. 
1
4

b


B. 
1
2

b


C. 
3

2
b


D. b


【答案】A



【解析】因为  a b a 
  

，所以   2
0a b a a a b     

     
，

∴
2 1 0

2
a a b 
  

，又  3,1b 


，所以  2
23 1 2b   


，∴ 1a 


或 0a 


（舍去），

所以
2

1a b a  
  

，

所以 a

在b


方向上的投影向量为

1
4

a b b b
b b


 



   
  .

故选：A

4．形如
a b
c d

我们称为“二阶行列式”，规定运算
a b

ad bc
c d

  ，若在复平面上的一个点 A

对应复数为 z ，其中复数 z 满足
1 i

i
1 2i 1
z 




，则点 A在复平面内对应坐标为（    ）

A. (3, 2) B. (2,3) C. ( 2,3) D. (3, 2)
【答案】A

【解析】由题意可得：  (1 2i)(1 i) 3 i i      z z ，

则  i 3 i 3 2i    z ，

所以点 A 在复平面内对应坐标为 (3, 2) .
故选：A.

5．已知圆
2 2

1 : 4 3 0C x y x    ，圆
2 2

2 : 8 12 0C x y x    ，下列直线中不能与圆 1C ， 2C 同

时相切的是（    ）

A. 3 3 0x y  B. 3 3 0x y 

C. 35 8 0x y   D. 35 8 0x y  
【答案】D

【解析】由题意知：    2 22 2
1 22 1, 4 4C x y C x y     ： ： ，

所以圆 1C 的圆心为 ( 2,0) ，半径为 1；圆 2C 的圆心为 (4,0)，半径为 2，

对于 A，圆 1C 的圆心 ( 2,0) 到直线的距离为

 
1 2

2

2 3
1

3 3
d


 


，与半径相等，故满足相切条件，

圆 2C 的圆心 (4,0)到直线的距离为

 
2 2

2

4 3
2

3 3
d  


，与半径相等，故也满足相切条件，

即直线 3 3 0x y  是两圆的一条公切线；

对于 B，圆 1C 的圆心 ( 2,0) 到直线的距离为

 
1 2

2

2 3
1

3 3
d


 


，与半径相等，故满足相切条件，

.



圆 2C 的圆心 (4,0)到直线的距离为

 
2 2

2

4 3
2

3 3
d  


，与半径相等，故也满足相切条件，

即直线 3 3 0x y  是两圆的一条公切线；

对于 C，圆 1C 的圆心 ( 2,0) 到直线的距离为  
1 2

2

2 8
1

1 35
d

 
 


，与半径相等，故满足相切条件，

圆 2C 的圆心 (4,0)到直线的距离为  
2 2

2

4+8
2

3 3
d  


，与半径相等，故也满足相切条件，

即直线 35 8 0x y   是两圆的一条公切线；

对于 D，圆 1C 的圆心 ( 2,0) 到直线的距离为  
1 2

2

2 8 5 1
31 35

d
 

  


，不满足相切条件，

即直线 35 8 0x y   不可能是两圆的公切线；

故选：D.

6．若函数   π2sin ( 0)
3

f x x     
 

在  0, π 内恰好存在 4 个 0x ，使得  0 1f x  ，则 的取

值范围为（    ）

A. 
19 9,
6 2

 
 

B. 
19 9,
6 2

 
  

C. 
7 9,
2 2

 
 

D. 
7 9,
2 2

 
  

【答案】B

【解析】令   π2sin 1
3

f x x    
 

,则
π π 2 π,
3 6

x k    或
π 5π 2 π, Z
3 6

x k k     ，

即
π 2 π,
2

x k   或
7π 2 π, Z
6

x k k   

故 x 可取
π
2
，

7π 5π 19π 9π, , , , ,
6 2 6 2



由于  0, πx  ，则  0, πx  ，

要使在  0, π 内恰好存在 4个 0x ，使得  0 1f x  ，则
19π 9ππ

6 2
  ，解得

19 9
6 2

 ≤ ，

故选：B

7．净水机通过分级过滤的方式使自来水逐步达到纯净水的标准，其工作原理中有多次的 PP 棉滤

芯过滤，其中第一级过滤一般由孔径为 5 微米的 PP 棉滤芯（聚丙烯熔喷滤芯）构成，其结构是

多层式，主要用于去除铁锈、泥沙、悬浮物等各种大颗粒杂质，假设每一层 PP 棉滤芯可以过滤

掉三分之一的大颗粒杂质，若过滤前水中大颗粒杂质含量为 80mg/L，现要满足过滤后水中大颗粒

杂质含量不超过 2mg/L，则 PP 棉滤芯的层数最少为（参考数据： lg 2 0.30 ， lg3 0.48 ）

（    ）

A. 9 B. 8 C. 7 D. 6

【答案】A



【解析】设经过 n 层 PP 棉滤芯过滤后的大颗粒杂质含量为 y ，则
1 280 1 80
3 3

n n

y           
   

，

令
280 2
3

n
   
 

，解得
2 1
3 40

n
   
 

，两边取常用对数得
2 1lg lg
3 40

n  ，即
3lg lg 40
2

n 

即  lg3 lg2 1 2lg2n    ，因为 lg 2 0.30 ， lg3 0.48 ，

所以  0.48 0.30 1.60n  ，解得
80
9

n  ，因为 *Nn  ，所以 n 的最小值为 9．

故选：A

8．设
1 1cos
5 5

a  ，
1sin
5

b  ，
4
5ec  ，则 a，b，c 的大小关系为（    ）．

A. b a c  B. a c b  C. b c a  D. a b c 
【答案】D

【解析】设
π0,
2

AOB      
 

，作出单位圆，与 x 轴交于A 点，则 ( )1,0A ，

过点A 作 AC 垂直于 x 轴，交射线OB于点C ，连接 AB ，过点 B 作 BD⊥ x 轴于点D，

由三角函数定义可知 tanAC  ， sinBD  ， AB  ，

设扇形OAB 的面积为 1S ，则 1OAC ABOS S S   ，即
1 1 1tan sin
2 2 2

    ，故

tan sin    ，

因为
1 π0,
5 2

  
 

，所以
5 5 5
1 1 1tan sin  ，

又
1cos 0
5

 ，由
1 1tan
5 5

 得
1 1 1sin cos

55 5
 ，即b a ，

令   e 1xf x x   ， 0x  ，

则   e 1xf x   ，当 0x  时，   e 1 0xf x    ，

故  f x 在  ,0 上单调递减，

所以  4 0 0
5

f f    
 

，所以
4
5e 1

5


 ，

故c b ，



综上， a b c  .

故选：D

二、选择题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分．在每小题给出的选项中，有多项符合题目要

求．全部选对的得 5 分，部分选对的得 2 分，有选错的得 0 分．

9．下列说法正确的是（    ）

A. 已知随机变量 服从二项分布：
38,
4

B  
 
 

 ，设 2 1   ，则 的方差   3D  

B. 数据1,3,5,7,9,11,13的第 60百分位数为 9

C. 若样本数据 1 2, , , nx x x 的平均数为 2，则 1 23 2,3 2, ,3 2nx x x   的平均数为 8

D. 用简单随机抽样的方法从 51个个体中抽取 2个个体，则每个个体被抽到的概率都是
1
51

【答案】BC

【解析】对于 A，易知   3 3 38 1
4 4 2

D        
 

，而 2 1   ，

所以    22 6D D    ，A错误；

对于 B，共有 7个数据，而7 60% 4.2  ，故第 60百分位数为 9，B正确；

对于 C，若样本数据 1 2, , , nx x x 的平均数为 2，

则 1 23 2,3 2, ,3 2nx x x   的平均数为3 2 2 8   ，C正确；

对于 D，由古典概型可知：从 51个体中抽取 2个个体，

每个个体被抽到的概率都是
2
51

，D 错误.

故选：BC

10．在正四棱台 1 1 1 1ABCD A B C D 中， 3AB  ， 1 1 2A B  ， 1 2AA  则（    ）

A. 该正四棱台的体积为
19 2

6
B. 直线 1AA 与底面 ABCD所成的角为 60°

C. 线段 1AC 的长为 10

D. 以 1A 为球心，且表面积为6π 的球与底面 ABCD相切

【答案】BD

【解析】连接 AC ， 1AC ，过 1A 作 1A H AC ，垂足为 H .

因为 3AB  ， 1 1 2A B  ，所以 3 2AC  ， 1 1 2 2AC  ，

所以
3 2 2 2 2

2 2
AH 

  ， 2 2
1 1

6
2

A H AA AH   ，

所以该正四棱台的体积  2 2 2 21
1 1 1 1

19 6
3 6

A H
V AB AB A B A B      ，A错误.

直线 1AA 与底面 ABCD所成的角为 1A AH ，由 1
1

1cos
2

AHA AH
AA

   ，所以 1 60A AH  ，B正

确.



2 2

2 2
1 1

2 63 2 14
2 2

A C CH A H
   

           
   

，C错误

设以 1A 为球心，且表面积为6π的球的半径为 R ，则 24π 6πR  ，解得 1
6

2
R A H  ，

所以以 1A 为球心，且表面积为6π 的球与底面 ABCD相切，D正确.

故选：BD.

11．已知双曲线
2

2 1
4
yx   ，直线 l：  2y kx m k    与双曲线有唯一的公共点 M，过点 M 且

与 l 垂直的直线分别交 x轴、y轴于  0 ,0A x ，  00,B y 两点.当点 M 变化时，点  0 0,P x y 之

变化.则下列结论中正确的是（    ）

A. 2 2 4k m  B. 0 02
y k x

C. P 点坐标可以是  7, 6 D. 2 2
0 0

1 1
x y

 有最大值
1
25

【答案】ACD

【解析】对于 A，联立

2
2 1

4
yx

y kx m


 


  

消 y可得  2 2 24 2 4 0k x kmx m     ，

直线与双曲线只有一个公共点，且 2k   ，则Δ 0 ，

∴   2 2 2 24 4 4 4 0k m k m     ，∴ 2 2 4k m  ，即选项 A正确；

对于 B，由方程可得 M
kx
m

  ，则
2 2 2 4

M
k m ky m
m m m

 
     ，∴

4,kM
m m

   
 

，

则 AB 的直线方程为
4 1 ky x
m k m

     
 

，令 0y  ， 0
5kx
m

  ，

令 0x  ， 0
5y
m

  ，所以 0 0y kx ，即 B错误；

对于 C，则易知
5 5,kP
m m

   
 

，若
5 6
m

  ，则
5
6

m   ，

2 25 494
6 6

k    ，取
7
6

k  ，

7
5 65 75

6

k
m

    


，即  7, 6P ，所以 C正确；



对于 D，可得
  2 22 2 2 2 2 4 2

2 2 2 2 2 2
0 0

4 11 1 5 4
25 25 25 25 25

k km m m m k k k
x y k k k k

    
     

2

2

4 1 4 1 12
25 25 5 25 25 5 25
k

k
 

          
，当且仅当 2k   时，等号成立，即 D正确；

故选：ACD

12．已知函数  f x ，  g x 的定义域均为 R，它们的导函数分别为  f x ，  g x ，且

   2 5f x g x   ，    4 3g x f x   ，若  2g x  是偶函数，则下列正确的是（    ）．

A.  2 0g 

B.  f x 的最小正周期为 4

C.  1f x  是奇函数

D.  2 5g  ，则  
2024

1
2024

k
f k




【答案】ABD

【解析】A选项，  2g x  为偶函数，故    2 2g x g x    ，

两边求导得，    2 2g x g x      ，

令 0x  得    2 2g g   ，解得  2 0g  ，A正确；

B选项，因为    2 5f x g x   ，    2 2g x g x    ，

所以    2 5f x g x   ①，

因为    4 3g x f x   ，所以    2 2 3g x f x    ②，

则①②相减得，    2 2f x f x   ③，

又    2 4 2f x f x    ④，

则③④相减得    4 0f x f x   ，即    4f x f x  ，

又    2f x f x  ，故  f x 的最小正周期为 4，B正确；

C选项，假如  1f x  为奇函数，则    1 1 0f x f x     ，

当 1x  时，可得    0 2 0f f  ，

但    2 2f x f x   ，当 2x  可得    2 0 2f f  ，

显然不满足要求，故  1f x  不是奇函数，C错误；

D选项，因为    2 5f x g x   ，所以    0 2 5f g  ，

又  2 5g  ，故  0 0f  ，

由 B选项得    2 2f x f x   ，故    2 0 2f f  ，解得  2 2f  ，

且    3 1 2f f  ，

由 B选项知  f x 的一个周期为 4，故    4 0 0f f  ，

所以        1 2 3 4 4f f f f    ，



则          
2024

1
506 1 2 3 4 506 4 2024

k
f k f f f f



         ，D正确.

故选：ABD

三、填空题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分．

13．二项式 ( 2)(1 )nx x  的展开式中，所有项系数和为 256 ，则 2x 的系数为______（用数字作

答）.

【答案】 48

【解析】令 1x  可得二项式 ( 2)(1 )nx x  的所有项系数和为 2 256n   ，所以 8n  .

二项式 8(1 )x 的展开式的通项公式为 1 8Cr r
r xT    ， 0r  ，1，…，8，

所以 ( 2)(1 )nx x  的展开式中， 2x 的系数为
1 2
8 8C 2C  48 .

故答案为： 48
14.随机变量 有 3个不同的取值，且其分布列如下：

 4sin 4cos 2sin 2

P
1
4

1
4

a

则 ( )E  最小值为______.

【答案】
5
4



【解析】依题意知
1 1 1
4 4

a   ，则
1
2

a  ，则 ( ) sin cos sin 2E       ，

设
πsin cos 2 sin
4

t        
 

，则 2, 2t     ，

故 2 2sin 2 (sin cos ) 1 1t       ，所以

2
2 1 5( ) 1

2 4
E t t t        

 
，

当
1 2, 2
2

t      时， ( )E  取最小值
5
4

 ，

故答案为：
5
4



15.已知数列  na 满足
1

1 22 2 2n n
na a a n     ，记数列  na tn 的前 n 项和为 nS ，若

10nS S 对任意的 *n N 恒成立，则实数 t 的取值范围是______________．

【答案】
12 11,
11 10

 
  

【解析】由
1

1 22 2 2n n
na a a n     ，

当 1n  时， 1 2a  ，

当 2n  时，由
1

1 22 2 2n n
na a a n     得  2 1

1 2 12 2 1 2n n
na a a n 

       ，

两式相减并化简得  1 2na n n   ，

的



1a 也符合上式，所以 1na n  ，

令  1 1 1n nb a tn n tn t n        ，

    1 1 1 1 1 1 1n nb b t n t n t             为常数，

所以数列 nb 是等差数列，首项 1 2b t  ，

所以
  22 1 1 1 3

2 2 2n

t t n t tS n n n
     

    ，

对称轴为

3
32

1 2 2

t
tn

t t




   
 

，

由于 10nS S 对任意的 *n N 恒成立，

所以

1 0
2

39.5 10.5
2 2

t

t
t

 
    
 

，解得
12 11
11 10

t  ，

所以 t 的取值范围是
12 11,
11 10

 
  

.

故答案为：
12 11,
11 10

 
  

16．已知正实数 x，y满足 e ln lnxy x y  ，则
e ln

x

y
x

 的最小值为______．

【答案】 e 1 ## 1 e 

【解析】由 e ln lnxy x y  得 e lnx xy
y

 ，即
ln

e ln ln e
x

x yx x xx
y y y

   ，

设   etf t t ，则   ln xf x f
y

 
  

 
，    e 1tf t t   ，

当 1t   时，   0f t  ，所以  f t 在  1,  上单调递增．

因为 x，y 均为正实数，所以 e ln 0x xy
y

  ，

由   ln xf x f
y

 
  

 
，可得 ln xx

y
 ，即  0

ex
xy x  ．

由
1

ex

xy   知，当0 1x  时， 0 y ，
ex

xy  单调递增，

当 1x  时， 0 y ，
ex

xy  单调递减，所以
10,

e ex
xy     

．

则
e 1 1ln ln ,0

e

x

y y y
x y

     ．令   1 1ln ,0
e

g u u u
u

    ，



则   2 2
1 1 1 0ug u
u u u

      ，所以  g u 在
10,
e

 
  

上单调递减，

所以  min

1 e 1
e

g u g     
 

，所以
1 ln e 1y
y

   ，即
e ln

x

y
x

 的最小值为 e 1 ．

故答案为： e 1
四、解答题：本题共 6 小题，共 70 分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤．

17．在 ABC 中，角 A，B，C的对边分别为 a，b，c，

2 2 2 3sin sin sin sin sin sin
3

A B C A B C
 

    
 

.

（1）求 C；

（2）若 2 13c  ， 3a b ，点 D在边 AB上，且 ACD BCD   ，求 CD的长.

【答案】（1）
2
3

    （2）

3
2

【解析】（1）由已知借助正弦定理可得：

2 2 2 2 22 3 2 3sin sin sin sin sin sin sin
3 3

A B C A B C a b c ab C
 

        
 

，

即
2 32 cos sin

3
ab C ab C  ，即 tan 3C   ，

(0,π)C  ，故
2
3

C 
 ；

（2）由余弦定理知
2 2 19 52 2 3

2
b b b b        

 
，∴ 2b  ，

由 CBD CAD ABCS S S △ △ △ 知，
1 1 1 2sin ·3 sin 3 sin
2 3 2 3 2 3

b CD b CD b b  
        ，

即
3 3
4 2

CD b  .

18．已知数列 na 的前 n 项和为 nS ，且满足
1

2n n
nS a

 ， 1 1a  ．

（1）求数列 na 的通项公式；

（2）设数列 nb 满足

2 ,
2 2,

2

na

n n n

n n

n
b a a n

a a


    

为偶数

为奇数
，求数列 nb 的前 2n项和 2nT ．

【答案】（1） na n     （2）
14 4 4
3 2 1

n n
n

 




【解析】（1）因为
1

2n n
nS a

 ，

2n  时， 1 12n n
nS a  ,



两式相减得
1 1

n

n

a n
a n




，    

2

1

2a
a

 ，
3

2

3
2

a
a

 ，L ，
1 1

n

n

a n
a n




，

相乘得
1

na n
a

 ，所以 ( 2)na n n  ，    

当 1n  时符合上式，

所以 na n ；

（2）

2 ,
2 2,

2

n

n

n
b n n n

n n


  

  

为偶数

为奇数
，

当 n 为奇数时
2 2 1 11 1 2 2

2 2nb
n n n n

          
，

2 4 2
2

1 1 1 1 12 2 2 2 1
3 3 5 2 1 2 1

n
nT

n n
              

 

4(1 4 ) 4
1 4 2 1

n n
n


 

 
14 4 4
3 2 1

n n
n

 
 


.

19．如图，直三棱柱 1 1 1ABC A B C- 中， ABC 为等腰直角三角形，CA CB ，E，F 分别是棱

1 1,AA CC 上的点，平面 BEF 平面 1 1ABB A ，M 是 AB 的中点．

（1）证明： //CM 平面 BEF ；

（2）若 2AC AE  ，求平面 BEF 与平面 ABC 所成锐二面角的余弦值．

【答案】（1）证明见解析    （2）
6

3
【解析】（1）过 F作 FD EB 交 BE 于D，因为平面 BEF 平面 1 1ABB A ，

平面 BEF I 平面 1 1ABB A BE ，

FD  平面 BEF ，则 FD BE ，

FD  平面 1 1ABB A ，



M 为中点，且CA CB ， CM AB  ，

又 1AA  平面 ABC ，CM  平面 ABC ，

1AA CM  ，又 1,AB AA 平面 1 1ABB A ，

1AB AA A  ， CM  平面 1 1ABB A ，

/ /CM FD ，CM  平面 BEF ， FD  平面 BEF ，

/ /CM 平面 BEF ．

（2） / /CM DF ，
可确定一平面CMDF ，

1/ /CF AA ，CF  平面 1 1ABB A ， 1AA 平面 1 1ABB A
/ /CF 平面 1 1ABB A ，CF 平面CMDF ，

平面CMDF 平面 1 1ABB A MD ，

/ /CF MD ，
四边形CMDF 为平行四边形，

1
2

AECF MD   

以 1, ,CA CB CC 为 x，y，z轴建系，

则 (0, 2,0), (2,0, 2), (0,0,1)B E F ，

设  , ,m x y z
 为平面 BEF 的法向量，

( , , ), ( , , )EF BF    2 0 1 0 2 1
 

，

则
0

0

m EF

m BF

  


 


 ，即

2 0
2 0

x z
y z

 
  

，令 1x  ，则 1, 2y z    ，

 , ,m   1 1 2
是平面 BEF 的一个法向量，

 0,0,1n 


为平面 ABC 的一个法向量，

cos , | |m n 
 


2 6

36 1
 

平面 BEF 与平面 ABC 所成锐二面角的余弦值为
6

3
.

20．在一个抽奖游戏中，主持人从编号为1, 2,3, 4 的四个外观相同的空箱子中随机选择一个，放入

一件奖品，再将四个箱子关闭.主持人知道奖品在哪个箱子里.游戏规则是主持人请抽奖人在这四



个箱子中选择一个，若奖品在此箱子里，则奖品由获奖人获得.现有抽奖人甲选择了 2号箱，在打

开 2号箱之前，主持人先打开了另外三个箱子中的一个空箱子.按游戏规则，主持人将随机打开甲

的选择之外的一个空箱子.

（1）计算主持人打开 4号箱的概率；

（2）当主持人打开 4号箱后，现在给抽奖人甲一次重新选择的机会，请问他是坚持选 2号箱，还

是改选 1号或 3号箱？（以获得奖品的概率最大为决策依据）

【答案】（1）
1
3
    （2）甲应该改选 1号或 3号箱.

【解析】（1）设 1 2 3 4, , ,A A A A 分别表示 1，2，3，4号箱子里有奖品，

设 1 2 3 4, , ,B B B B 分别表示主持人打开1, 2,3, 4 号箱子，

则 1 2 3 4Ω A A A A    ，且 1 2 3 4, , ,A A A A 两两互斥.

由题意可知，事件 1 2 3 4, , ,A A A A 的概率都是
1
4
，  4 1

1
2

P B A ∣ ，  4 2
1
3

P B A ∣ ，  4 3
1
2

P B A ∣ ，

 4 4 0P B A ∣ .

由全概率公式，得      
4

4 4
1

1 1 1 1 1
4 2 3 2 3i i

i
P B P A P B A



      
 

 ∣ .

（2）在主持人打开 4号箱的条件下，1号箱､2号箱､3号箱里有奖品的条件概率分别为

   
 

   
 

1 4 11 4
1 4

4 4

3
8

P A P B AP A B
P A B

P B P B
  

∣
∣ ，

   
 

   
 

2 4 22 4
2 4

4 4

1
4

P A P B AP A B
P A B

P B P B
  

∣
∣ ，

   
 

   
 

3 4 33 4
3 4

4 4

3
8

P A P B AP A B
P A B

P B P B
  

∣
∣ ，

通过概率大小比较，甲应该改选 1号或 3号箱.

21．已知椭圆 E：
2 2

1
16 4
x y

  ，椭圆上有四个动点 A，B，C，D， //CD AB ，AD 与 BC 相交于 P 点.

如图所示.

  

（1）当 A，B 恰好分别为椭圆的上顶点和右顶点时，试探究：直线 AD与 BC的斜率之积是否为定

值？若为定值，请求出该定值；否则，请说明理由；

（2）若点 P 的坐标为  8,6 ，求直线 AB的斜率.

【答案】（1）是定值，定值为
1
4
    （2）

1
3





【解析】（1） 由题意知， 4a  ， 2b  ，所以 (0, 2)A ，  4,0B ，所以
1
2ABk   ，

设直线 CD 的方程为  1 2
2

y x t t    ，设  1 1,D x y ，  2 2,C x y ，

联立直线 CD 与椭圆的方程

2 2

1
16 4

1
2

x y

y x t


 


   


，整理得 2 22 2 8 0x tx t    ，

由  2 24 4 2 8 0t t     ，解得 2 2 2 2t   ，且 2t  ，

则 1 2 2x x t  ，
2

1 2 2 8x x t  ，

所以  
 

1 2
1 2

1 2 1 2 1

1 122 2 2
4 4AD BC

x t x ty y
k k

x x x x x

            
 

2
1 2 1 2 2

1 2 1

1 1 ( ) 2
4 2

4

x x t x x t x t

x x x

    



2 2

2 1

1 2 1 1 2 1

4 42 2 2
2 2

4 4

t tx t t x t

x x x x x x

 
    

 
 

2

1

2
1

4
12

2 8 4 4

t x

t x




 
 

，

故直线 AD 与 BC的斜率之积是定值，且定值为
1
4
.

（2）设  3 3,A x y ，  4 4,B x y ，  ,D x y ，记 PD DA
 

( 0  )，

得
3

3

8
6

x x x
y y y

 
 

  
   

.所以

3

3

8
1

6
1

xx

yy







  
  
 

.

又 A，D 均在椭圆上，所以

2 2
3 3

2 2
3 3

1
16 4

8 6
1 1 1

16 4

x y

x y 
 


 


     
         


，

化简得 3 33 12 2 0x y      ，

因为CD AB∥ ，所以 PC CB
 

，

同理可得 4 43 12 2 0x y      ，

即直线 AB： 3 12 2 0x y      ，



所以 AB 的斜率为
1
3

 .

22．已知函数    ln 1f x x  ，   2g x ax x  ．

（1）当 1a  时，求证：    f x g x ；

（2）当 1x   时，    f x g x 恒成立，求实数 a 取值范围；

（3）已知 n N  ，证明：
1 1 1sin sin sin ln 2

1 2 2n n n
   

 
L ．

【答案】（1）证明见解析    （2） 0a      （3）证明见解析

【解析】（1）当 1a  时，∵      2 ln 1y g x f x x x x      ，

∴
21 2 32 1

1 1
x xy x

x x
    

 
，

令 0y  得 0x  ，或
3
2

x   （舍）

当  1,0x   ， 0 y ， y 单调递减；

当  0,x   ， 0 y ， y 单调递增

∴当 0x  时， min 0y 

即     0g x f x  ，∴    g x f x

（2）令    ln 1h x x x   （ 1x   ），则   1 1
1 1

xh x
x x

    
 

．

当 1 0x   时，   0h x  ，则函数  h x 在  1,0 上单调递增，

当 0x  时，   0h x  ，则函数  h x 在  0,  上单调递减，

所以，    max
0 0h x h  ，即  ln 1 xx  ，

所以，当 0a  时，   2ln 1x x ax x    ，即    f x g x ，

当 0a  时，取 0
1 0x
a

   ，由于  0 0( ) ln 1 ln1 0f x x    ，

而

2
2

0 0 0
1 1( ) 0g x ax x a
a a

        
 

，得   2
0 0 0ln 1x ax x   ，

故    0 0f x g x ，不合乎题意.

综上所述， 0a  ．

（3）当 0a  时，

由（1）可得  ln 1 xx  ，则 ln 1 x x ，

可得
1 1ln 1
x x

  ，即
1ln 1x
x

   ，即
1ln 1x
x

  （ 1x  ），

令
1 11
t x

  ，所以，
1

tx
t




，

所以，
1ln

1
t

t t



，即   1ln ln 1t t

t
  ≥ （ 1t  ），

的



所以，    1 ln ln 1n k n k
n k

    


，  0,1,2, ,k n  ，

令   sing x x x  （ 0x  ），则   1 cos 0g x x    ，且  g x 不恒为零，

所以，函数  g x 在  0,  上单调递增，

故    0 0g x g  ，则 sin x x （ 0x  ），

所以，    1 1sin ln ln 1n k n k
n k n k

     
 

，  0,1,2, ,k n  ，

所以，
1 1 1sin sin sin

1 2 2n n n
  

 


         ln 1 ln ln 2 ln 1 ln 2 ln 2 1n n n n n n                    
2ln 2 ln ln ln 2nn n
n

   
．


