
长沙市名校 2022 届高三上学期第一次月考

数学

本试卷共 8 页．时量 120 分钟．满分 150 分．

一、单项选择题：本题共 8 小题，每小题 5 分，共 40 分，在每小题给出的四个

选项中，只有一项是符合题目要求的．

1．设集合  1,0,1,2A   ，集合  1 2 8| xB x   ，则 A B  （ ）

A． 1,1 B． 1,2 C． 0,1,2 D． 1,2,3

★2．设复数 z满足
2
1
iz
i


 

则 z （ ）

A．1 B． 2 C．
1
2

D．
2
2

★3．对具有线性相关关系的变量 x，y，测得一组数据如下：

x 2 4 5 6 8
y 20 40 60 70 80
根据上表，利用最小二乘法得它们的回归直线方程为 ˆ 10 5y x a ． ，据此模型预测当 20x 
时，y的估计值为（ ）

A．210.5 B．211 C．211.5 D．212

4．过抛物线，
2 2 ( 0)y px p  的焦点 F作斜率大于 0的直线 l交抛物线于 A，B两点（A

在 B的上方），且 l与准线交于点 C，若 4CB BF
 

，则
| |
| |
AF
BF

（ ）

A．2 B．3 C．
5
3

D．
5
2

5．公元前 3世纪，古希腊欧几里得在《几何原本》里提出：“球的体积（V）与它的直径（D）

的立方成正比”，此即
3V kD ，欧几里得未给出 k的值．17世纪日本数学家们对球的体积

的方法还不了解，他们将体积公式
3V kD 中的常数 k称为“立圆率”或“玉积率”．类似

地，对于等边圆柱（轴截面是正方形的圆柱），正方体也可利用公式 3V kD 求体积（在等

边圆柱中，D表示底面圆的直径；在正方体中，D表示棱长）．假设运用此体积公式求得球

奖（直径为 a），等边圆柱（底面圆的直径为 a），正方体（棱长为 a）的“玉积率”分别为

1 2 3k k k、 、 ，那么 1 2 3:k k k : （ ）

A． : : 2
3 2
 

B． : : 2
6 4
 

C． : :1
3 2
 

D． : :1
6 4
 

6．已知 (0, )
2

a 
 且

212cos 7sin 2 4 0    ，若  tan 3   ，则 tan  （ ）

A．
1
13

 或 7 B．
7
11

 或 1 C．1 D．
1
13



7．某电视台的夏日水上闯关节目一共有三天，第一关与第二关的过关率分别为
2 3,
3 4

只有通

过前一关才能进入下一关，每一关都有两次闯关机会，且通过每关相互独立．一选手参加该
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节目，则该选手能进人第三关的概率为（ ）

A．
1
2

B．
5
6

C．
8
9

D．
15
16

★8．已知双曲线
2 2

2 2: 1( 0, 0)x yC a b
a b

   的左，右焦点分别为 1F 、 2F ，过点 2F 作倾

斜角为的直线 l交双曲线 C的右支于 A，B两点，其中点 A在第一象限，若 1AB AF ，

且双曲线 C的离心率为 2．则 cos （ ）

A．
1
4

B．
1
3

C．
2
3

D．
1
2

二、多项选择题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分．在每小题给出的选项

中，有多项符合题目要求．全部选对的得 5 分，有选错的得 0 分，部分选对的

得 2 分．

9．已知函数 ( ) 3cos(2 ) 1
3

f x x 
   ，则下列关于 ( )f x 的说法正确的是（ ）

A．最大值为 4 B．在
5( , )

4 12
 

上单调递减

C． ( ,1)
6


是它的一个对称中心 D．
6

x 
  是它的一条对称轴

10．已知不等式
2 0( 0)x ax b a    的解集是 |x x d ，则下列四个结论中正确的是

（ ）

A． 2 4a b B． 2 1 4a
b

 

C．若不等式
2 0x ax b   的解集为  1 2,x x ，则 1 2 0x x 

D．若不等式
2x ax b c   的解集为  1 2,x x ，且 1 2 4x x  ，则 4c 

11．如图已知 P 是半径为 2，圆心角为
3


的一段圆弧 AB 上的一点，若 2AB BC
 

，则

PC PA
 

的值可以是

（参考数据 13 3 6.60 ）（ ）

A． 2 B． 1 C．0 D．1
12．如图所示，在矩形 ABCD中， 2, 1AB BC  ，E为CD上一动点，现将 BEC 沿 BE
折起至 BEF ，在平面 FBA内作 FG AB ，G为垂足．设 ,CE s BG t  ，则下列说法
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正确的是（ ）

A．若 BF 平面 AEF ，则
1
2

t  B．若 AF 平面 BEF，则
2
3

s 

C．若平面 BEF 平面 ABED，且 1s  ，则
1
2

t  D．若平面 AFB 平面 ABED，

且
3
2

s  ，则
3
4

t 

三、填空题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分．

13．若    ln 1xf x e kx   是偶函数，则 k _________．

14，已知直线 : 3 0l mx y   与圆
2 2( 1) ( 2) 4x y    交于 A，B两点，过 A，B分别做

l的垂线与 x轴交于 C，D两点，若 4AB  ，则CD  _________．

15．设函数
ln( ) xf x ax
x

  ，若曲线  y f x 在 1x  处的切线经过点  2, 1 ．则实数 a

的值为＿＿＿＿；  f x 在
1 ,e
e
 
  

（e为自然对数的底数， 2 71828e  ． ）上的最小值为

_________．

16．在数列  na 中，对任意
*, nn N a k  ，当且仅当

12 2 ,k kn k N   ，若满足

2 4 8 16+ 52m m m m ma a a a a   ，则 m的最小值为_________．

四、解答题：本题共 6 小题，共 70 分．解答应写出文字说明、证明过程或演算

步骤．

17．（本小题满分 10分）

在 ABC 中内角 A，B，C所对的边分别为 a，b，c．已知 2, 7a b  ，面积
3 cos
2

S ac B ，

求 cosC的值．

★18．（本小题满分 12分）

比知数列 na 满足： 1 32 0, 8n na a a   

（1）求数列 na 的通项公式；

（2）设 n
n

nb
a

 数列 nb 的前 n项和为 nT ．若 2 2021nT m  对 *n N 恒成立．求正整数

m的最大值．

19．（本小题满分 12分） 设甲、乙两位同学在高中年级上学期间，甲同学每天 6：30之前
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到校的概率均为
2
3
，乙同学每天 6：30之前到校的概率均为

3
4
，假定甲、乙两位同学到校

情况互不影响，且任一同学每天到校情况相互独立．

（1）设 A为事件“上学期间的五天中，甲同学在 6：30之前到校的天数为 3天”，B为事件

“上学期间的五天中，甲同学有且只有一次连续两天在 6：30之前到校”，求在事件 A发生

的条件下，事件 B发生的概率，

（2）甲、乙同学组成了学习互助小组后，若某天至少有一位同学在 6：30之后到校，则之

后的一天甲，乙同学必然同时在 6：30之前到校，在上学期间的五天，随机变量 Y表示甲、

乙同学同时在 6：30之前到校的天数，求 Y的分布列与数学期望．

20．（本小题满分 12分）

如图，在 ABC 中， 2, 120AC BC ACB    ．O为 ABC 的外心，PO 平面 ABC，

且 6PO  ．

（1）求证： / /BO 平面 PAC；

（2）设平面PAO平面 PBC l ；若点 M在线段 PC上运动，且PM PC
 

，当直线 l

与平面 ABM 所成角取最大值时，求的值

21．（本小题满分 12分）

设椭圆
2 2

: 1
9 5
x yC   长轴的左，右顶点分别为 A，B．

（1）若 P、Q是椭圆上关于 x轴对称的两点，直线 ,AP BQ的斜率分别为  1 2 1 2, 0k k k k  ，

求 1 2k k 的最小值；

（2）已知过点  0, 3D  的直线 l交椭圆 C于 M、N两个不同的点，直线 ,AM AN 分别交 y

轴于点 S、T，记 ,DS DO DT DO  
  

（O为坐标原点），当直线 1的倾斜角为锐角时，

求  的取值范围．

22．（本小题满分 12分）

已知函数
2

21( ) 2
2x

xf x x x
e

   （ 2 71. 828e  是自然对数的底数）．

（1）设  0,4x ，求  f x 的最小值；

（2）讨论关于 x的方程 21 1( ) 2 | | ( )l
2

nxf x x x a a R
e

x
x

       
的根的个数，
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数学参考答案

一、单项选择题：本题共 8 小题，每小题 5 分，共 40 分．在每小题给出的四个

选项中，只有一项是符合题目要求的．

题号 1 2 3 4 5 6 7 8

答案 C B C C D D B A

1．C 【解析】由函数 2xy  单调递增，不等式
0 32 2 2x  解得 0 3x  ，即集合

 0 3|B x x   ，则  0,1,2A B  ．故选 C．

2．B 【解析】因为
2i 2i(i 1) 1 i
1 i (i 1)(i 1)

z 
   
   

，所 | | 2z  ．故选 B

3．C 【解析】
2 4 5 6 8 20 40 60 70 805, 54

5 5
x y       
    ，将 5, 54x y 

代入 10 5y x a ．

得 54 52 5 15a   ． ．，则 ˆ 10 5 15y x ． ．，当 20x  时， 10 5 20 15 2115y    ． ． ．，应选

答案 C

4．C 【解析】分别过 A，B作准线的垂线，垂足分别为 1 1,A B ，设 ,BF x AF y  ，

则 1 1| | | || |
| | | |

BB AABF
BC BC AC

  ，
1

4 4
y

y x x
 

 
，

| |
|

5
3|

AF y
BF x

   故选 C．

5．D 【解析】由题意得球的体积为 3 3 3
1 1

4 4 ( )
3 3 2 6 6

aV aR k 
    ；

等边圆柱的体积为
2 2 3

2 2( )
2 4 4
aV a aR ka       ；

正方体的体积 3
3 3 1V a k   ，所以 1 2 3: : : :1

6 4
k k k  

 ，故选 D．

6．D【解析】由
212cos 7sin 2 4 0    ，得

2 24cos 7sin cos 2sin 0      ，

所以 22 tan 7 tan 4 0    ，求得 tan 1
2

   （舍）， tan 4  ．

又
tan( ) tan 3 tantan tan( )
1 tan( ) tan 1 3tana

      
  

  
    

  
 ，

将 tan 4  的值代入上式可得：
1tan
13

   ．故选 D．

7．B【解析】该选手闯过第一关的概率为 1
2 1 2 8
3 3 3 9

P     ，闯过第二关的概率为

2
3 1 3 15
4 4 4 16

P     ，所以该选手能进入第三关的概率为
8 15 5
9 16 6

P    ．故选 B

8．A 【解析】由双曲线的定义知， 1 2 2AF AF a  ，∵ 1AB AF ，

∴ 1 2 1AF BF AF  ，即 1 2 2 2AF AF BF a   ，
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∴ 1 2 2 4BF BF a a   ，

在 1 2BF F 中，由余弦定理知，
2 2 2

2 1 2 1

2 1 2

| | | | | |cos
2 | | | |

BF F F BF
BF F F

  



，

2 2 2 2 24 4 16 3cos
2 2 2 2

a c a c a
a c ac

   
  

 

∵
4 3 12, cos
4 4

ce
a

 
     ，故选 A．

二、多项选择题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分．在每小题给出的选项

中，有多项符合题目要求．全部选对的得 5 分，有选错的得 0 分，部分选对的

得 2 分．

题号 9 10 11 12

答案 AD ABD ABC AC

9．AD 【解析】由 ( ) 3cos(2 ) 1
3

f x x 
   ，∴ ( )f x 的最大值为 4，所以 A正确；

因为当
5( , )

4 12
x  
 时，

5 72 ( , )
3 6 6

x   
  ， ( )f x 不是单调函数，所以 B错误；

因为 ( ,1)
6


不在  y f x 图象上，所以不是其对称中心，所以 C错误；

因为 ( ) 4
6

f 
  为函数的最大值，所以

6
x 
  对称轴，所以 D正确，故选 AD．

10．ABD 【解析】由题意． 2 4 0a b   ，∴
2

4
ab  ，所以 A正确；

对于 B： 2 2 2
2 2

1 4 42 4a a a
b a a

      等号当且仅当
2

2

4a
a

 ，即 2a  时成立，

所以 B正确；

对于 C：由韦达定理，知
2

1 2 0
4
ax x b     ，所以 C错误；

对于 D：由韦达定理，知
2

1 2 1 2,
4
ax x a x x b c c       ，
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则
2

2 2
1 2 1 2 1 2| | ( ) 4 4( ) 2 4

4
ax x x x x x a c c         ，解得 4c  ，所以 D正确；

故选 ABD．
11．ABC 【解析】以圆心为原点，平行 AB的直线为 x轴， AB的垂直平分线为 y轴，建

立平面直角坐标系，

则 ( 1, 3), (2, 3)A C 设
2(2cos 2sin ),

3 3
,P      ，

则 (2 2cos , 3 2sin ) ( 1 2cos , 3 2sin )PC PA            
 

5 2cos 4 3 sin 5 2 13 sin( )        ，且
3 30 tan , 0
6 3 6

       ，

5
3 6
      ，

∵ sin( )y    在 ( ,
3 2

] 
递增，在[ 5, )

2 6
 

递减，

∴当
2
   时， PC PA

 
最小值为5 2 13 ，

当
2
3

  时， PC PA
 

的最大值为
2 25 2cos 4 3 sin 0
3 3
 

   ，

则 5 2 13,0PC PA     
 

所以 ABC正确，D错误，故选 ABC

12．AC 【解析】对于 A，若 BF 平面 AEF ，则 BF AF ，

在 Rt BGF 中， 2, 1AB BF BC   ，则 ,3 60AF ABF  ，

FG是三角形的高，则
1cos60
2

t BG BF    所以 A正确；

对于 B，若 AF 平面 BEF，则有 ,AF BF AF EF  ，

则 3AF  ，在 Rt AEF 中，
2 2 2 2 2AF EF AE AD DE    ，

即 2 2 2 2( 3) (2 ) 1s s    ，解得
1
2

s  ，所以 B错误；

对于 C，若平面 BEF 平面 ABED，作 FH BE ，垂足为 H，
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因为平面 BEF 平面 ABED BE ，所以 FH 平面 ABED，从而 FH AB ，

又 AB FG ，所以 AB 平面 FHG，从而 AB HG ，

因为 1s  ，所以在等腰直角三角形 FEB中，
2
2

BH  ，

所以在等腰直角三角形 BGH中，
1
2

t BG  ，所以 C正确；

对于 D，若平面 AFB 平面 ABED，平面 AFB平面 ABED AB ，

又 AB FG ，故 FG 平面 ABED，

所以 FG BE ，作 FH BE ，垂足为 H，
从而有 BE 平面 FGH，从而 BE HG ，从而有 C，H，G三点共线，

则 90CGB GCB   ，又 90EBC GCB   ，
故 CGB EBC  ，又 90GBC BCE   ，

所以 ~Rt CBG Rt ECB  ，故
BG CB
CB EC

 ，

因为
31,
2

CB s EC   ，所以
2
3

t BG  ，所以 D错误；故选 AC．

三、填空题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分．

13．
1
2

 【解析】∵  f x 是偶函数，∴
1( 1) (1), ln( 1) ln( 1)f f k e k
e

        ，

1
2

k   经检验
1
2

k   符合题意，故答案为
1
2

 ．

14． 4 2 【解析】圆
2 2( 1) ( 2) 4x y    ，圆心  1,2 ，半径 2r  ，

∵ 4AB  ，∴直线 : 3 0l mx y   过圆心  1,2 ，

∴ 2 3 0m   ，∴ 1m  ，∴直线 : 3 0l x y   ，倾斜角为135，

∵过 A，B分别做 l的垂线与 x轴交于 C，D两点，∴
4 4 2

sin 45 2
2

ABCD   


．

15．1
1e
e

  【解析】函数
ln( ) xf x ax
x

  ，则  f x 定义域为  0, ，
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2

2

ln1( ) x axf x
x

  
 ．

由题设
(1) ( 1)(1)
1 2

ff   



，解得 1a  ．

从而
2

2

(1 )( ) lnxf xx
x

  
 ；当0 1x  时，   0, 1f x x   时，   0f x  ．

可知  f x 在
1 ,1
e
 
  

单调递增．在  1,e 上单调递减．又
1 1 1( ) ( )f e e f e
e e e

      ，

所以  f x 在
1 ,e
e
 
  

上的最小值为
1 1( )f e
e e

   ．

16．512 【解析】不妨设
1 *2 2 , ,k km k N m N    ，由题意可得， ma k ，

因为
1 22 2 2 ,k km k N    ，所以 2 1ma k  ，

同理可得， 4 8 162, 3, 4m m ma k a k a k      ，…

所以        2 4 8 16 1 2 3 4 5 10m m m m ma a a a a k k k k k k               ，

因为 2 4 8 16 52m m m m ma a a a a     ，所以5 10 52k   ，解得
42
5

k  ，又 k N ，

所以 k的最小值整数解为 9，故 m的最小值为
92 512 ．故答案为：512．

四、解答题：本题共 6 小题，共 70 分．解答应写出文字说明，证明过程或演算

步骤．

17．【解析】由三角形面积公式
1 sin cos3
2 2

B Bac ac ，则 tan 3B  ，

∵  0,B  ，∴ 60B   4分

（法一）由正弦定理
sin sin
a b
A B
 得，

sinsin

32 212
77

a
b
BA


   ．

又 由 2 7a b   得 A B ， 所 以
2 2 7cos 1 sin

7
A A   ，

8分

所以  cos cos cos cos sin sinC A B A B A B     

2 7 1 21 3 7
7 2 7 2 14

      10分

（法二）由余弦定理得 2 2 2 2 2 22 2 2 2 cos60 ( 7)cosBb a c ac c c          ，

即
2 2 3 0c c   ，解得 1c   （舍）或 3c  ， 8分

由余弦定理得
4 7 9 7cos

142 2 7
C  
 

 
． 10分

18．【解析】（1）因为数列 na 满足： 1 32 0, 8n na a a    ，
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所以 1 2n na a  ，设 na 的公比为 q，可得 2q  ， 4分

又 3 8a  ，即 14 8a  ，解得 1 2a  ， 4分

所以 2n
na  ； 5分

（2）
2n n

n

n nb
a

  ， 6分

2 3

1 2 3
2 2 2 2n n

nT      ，

2 3 4 1

1 1 2 3
2 2 2 2 2n n

nT       ， 7分

上面两式相减可得 2 3 1

1 1 1 1
2 2 2 2 2n n n

nT       1

1 1(1 )
2 2

1 21
2

n

n

n



 


， 8

分

化简可
22

2n n

nT 
  ， 9

分

因为 1 1 1

3 2 12 2 0
2 2 2x n n n n

n n nT T  

  
       ， 10

分

所以 nT 递增， 1T 最小，且为
1
2
所以

12 2021
2

m   ， 11

分

解得 2022m  ，则 m的最大值为 2021． 12
分

19．【解析】（1）事件 AB包含 6种情况；甲同学第 1、2、4天 6：30之前到校；

甲同学第 1、2、5天 6：30之前到校；甲同学第 2、3，、5天 6：30之前到校；

甲同学第 1、3、4天 6：30之前到校；甲同学第 1、4、5天 6：30之前到校；

甲 同 学 第 2 、 4 、 5 天 6 ： 30 之 前 到 校 ， 故 3 22 1 16( ) 6( ) ( )
3 3 81

P AB   ， 又

3 3 2
5
2 1 80( ) ( ) ( )
3 3 243

P A C  ，

所以
( ) 3( | )
( ) 5

P ABP B A
P A

  ． 5分

（2）随机变量 Y的所有可能取值为 2、3、4、5．

则
3 3 41 1 1 1 9( 2) ( ) , ( 3) 3( ) 3( )

2 8 2 2 16
P Y P Y       ，

4 5 51 1 9 1 1( 4) 4( ) ( ) , ( 5) ( )
2 2 32 2 32

P Y Y       . 10

分

则随机变量 Y的分布列为：
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Y 2 3 4 5
P 1

8
9
16

9
32

1
32

11分

则
1 9 9 1 103( ) 2 3 4 5
8 16 32 32 32

E Y          12

分

20．【解析】（1）如图，连接OC，交 AB于点 D，O为 ABC 的外心，

2,AC BC OA OB OC    ，所以 OAC OBC ≌ ，

所以
1 60
2

ACO BCO ACB   

故 OAC 和 OBC 都为等边三角形， 3分
即四边形OACB为菱形，所以 / /OB AC
又 AC  平 面 PAC ， OB 平 面 PAC ， 所 以 / /BO 平 面

PAC． 5分
（2）由（1）同理可知因为 / /BO 平面 POA，BC 平面 PBC，

平面 PAO平面 PBC l ，所以 / /BC l． 6分

如图所示：以点 D为原点， ,DA DC，垂直平面 ABC的直线分别为 x，y，z轴建立空间直

角坐标系．

则 ( 3,0,0), , ( 3,0,0), (0,1,0), (0, 1, 6), ( 3,1,0)A B C P BC  


．

设 PM PC
 

所以 ( 3, 2 1, 6(1 )), (2 3,0,0)BM BP PM BA      
   

设平面 ABM 的法向量为 , , )(n x y z


．

2 3 0

3 (2 1) 6(1 ) 0

BA x

BM x y z

n

n  

  


     










  ，得
0

(2 1) 6(1 ) 0

x

y z 




   

令 6y  得
2 1(0, 6, )

1
n 








． 9分

所以直线 l与平面 ABM 所成角 的正弦值为：

2 2 2

6 1sin cos ,
21( 3) 1 6 (2 )

1

n BC



  
  




， 11分
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即当
1
2

  即点 M是线段PC的中点时，直线 l与平面 ABM 所成角取最大值． 12

分

21．【解析】（1）设点  0 0,P x y ，由椭圆的对称性知  0 0,Q x y ，不妨令 0 0y  ，

由 已 知    3,0 , 3,0A B ， 则 0 0
1 2

0 0

,
3 3

y yk k
x x


 

 
， 显 然 有 03 3x - ，

2分

则 0 0 0
1 2 2

0 0 0

6
3 3 9
y y yk k
x x x

   
  

，

2 2 2
20 0 0
0

91 9
9 5 5
x y yx     ，则 1 2

0

10
3

k k
y

  ， 4分

因 00 5y  ，所以 1 2
0

10 2 5
3 3

k k
y

   ，

当且仅当 0 5y  时等号成立，即 1 2k k 的最小值为
2 5
3

． 5分

（2）当直线 l的倾斜角为锐角时，设    1 1 2 2, ,M x y N x y、 ，设直线  : 3, 0l y kx k   ，

由 2 2

3

1
9 5

y kx
x y
 




 

得
2 2(5 9 ) 54 36 0k x kx    ，

从而
2 2(54 ) 4 36 (5 9 ) 0k k    ，又 0k  ，得

2
3

k  ，

所以 1 2 1 22 2

54 36,
9 5 9 5

kx x x x
k k

  
 

， 6

分

又直线 AM 的方程是：  1

1

3
3

yy x
x

 


，令 0x  ，解得 1

1

3
3

yy
x




，所以点 S为 1

1

30,
3

y
x

 
  

；

直线 AN的方程是：  2

2

3 3
3

yy x
x

 


，同理点 T为 2

2

30,
3

y
x

 
  

·

所以  1 2

1 2

3 30, 3 , 0, 3 , 0,3
3 3
y yDS DT DO

x x
   

           

  
，

因 为 ,DS DO DT DO  
   

， 所 以 1 2

1 2

3 33 3 , 3 3
3 3

y y
x x

    
 

，

8分
所 以

   
 

1 2 1 21 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

2 3 1 183 32 2 2
3 3 3 3 3 9

kx x k x xy y kx kx
x x x x x x x x

 
    

        
      
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 2 2

2

2 2

36 542 3 1 18
10 19 5 9 5 2 2

36 54 9 2 13 9
9 5 9 5

kk k
kk k

k k k
k k

             
       

 
 2

110 10 12 2
9 9 11

k
kk


       


11分

∵
2
3

k  ，∴
4 ,2
3

     
 

，

综上，所以  ，的范围是
4 ,2
3

 
 
 

． 12

分

22．【解析】（1）由题意可求得  
   2 22 2

x

x x

x e xx xf x x
e e

 
     ， 1

分

因为  1 , 0,4xe x x x    ，当  0,2x 时，   0f x  ，所以  f x 在  0,2 上单调递

减，

当  2,4x 时，   0f x  ，所以  f x 在  2,4 上单调递增， 3

分

所以  0,4x 时，  f x 的最小值为   2

42 2f
e

  ． 4

分

（2）设 2
2

1( ) | ln | ( ) 2 | ln | , (0,1 )
2 x x

xh x x f x x x a x a x
xe e

           





，

令 2x

xy
e

 ，则 2

1 2
x

xy
e

 
 ，

所以 2x

xy
e

 在
1(0, )
2

上递增，在
1( , )
2
 递减． 5分

（i）当  1,x  时， ln 0x  ，则 2( ) ln x

xh x x a
e

   ，

所以
2

2( ) ( 2 1)
x

x eh x e x
x

    ．因为
2

2 1 0, 0
xex
x

   ，所以  ' 0h x  ，

因此  h x 在  1, 上单调递增． 7分

（ⅱ）当  0,1x 时，ln 0x  ，则 2l( n) xx xh x a
e

    ，则
2

2( ) ( 2 1)
x

x eh x e x
x

     ．

因为
2

2 2 2(1, ), 1,0 1, 1
x

x x ee e e x
x

     ，即
2

1
xe
x

   ，又 2 1 1x  ，

所以
2

2( ) ( 2 1) 0
x

x eh x e x
x

      ，因此  h x 在  0,1 上单调递减．
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综合（i）（ⅱ）可知，当  0,x  时， 2

1( ) (1)h x a
e

h    ， 5

分

当
2(1) 0h e a    ，即 2

1a
e

  时， )(h x ）没有零点，故关于 x的方程根的个数为 0，

当
2(1) 0h e a    ，即 2

1a
e

  时， )(h x 只有一个零点，

故关于 x的方程根个数为 1， 7分

当
2(1) 0h e a    ，即 2

1a
e

  时，①当  1,x  时，

2 2ln ln 1( ) ( n 1l)x

xh x a a a
e e

x x x         ，

要使   0h x  ，可令 ln 1 0x a   ，即  1 ,ax e   ； 9

分

②当  0,1x 时，
1

2

1( ) ln ln ( ) ln 1
2x

xh x x a x e a x a
e

            ，

要使   0h x  ，可令 ln 1 0x a    ，即  10, ax e  ，所以当 2

1a
e

  时，

 h x 有两个零点，故关于 x的方程根的个数为 2， 11

分

综上所述：当 2

1a
e

  时，关于 x的方程根的个数为 0，当 2

1a
e

  时，关于 x的方程根的

个数为 1，

当 2

1a
e

  时，关于 x的方程根的个数为 2． 12分
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