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中学生标准学术能力诊断性测试 2023 年 9 月测试 

数学参考答案 

一、单项选择题：本题共 8 小题，每小题 5 分，共 40 分．在每小题给出的四个选项中，只有一

项是符合题目要求的． 

1 2 3 4 5 6 7 8 

B B B A C A C D 

二、多项选择题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分．在每小题给出的四个选项中，有多项

符合题目要求．全部选对的得 5 分，部分选对但不全的得 3 分，有错选的得 0 分． 

9 10 11 12 

ABD ABD BCD ABC 

三、填空题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分． 

13．
24

25
−  14． 46−  

15．
64

3
 16．1 

四、解答题：本题共 6 小题，共 70 分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤．  

17．（10 分） 

（1）
( )

22

1

1 1
,

2 2
n n

n nn n
S S −

− + −+
=  = ， 

( )1 1,n n nS S n c n n− − = =  N  ·································································· 2 分 

     又 ( )1 1 1, , 3n

n nc S c n n a= =  =   =N+
 ······················································· 3 分 

（2） ( ) ( ) ( )
22 1 23 2 6 5 1 1 3 1 3n n n

nd n n n n+ =  + + = + +  − + 
 

 ····························· 7 分 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 3 2 22 1 3 1 1 3 3 1 3 2 1 3nT = +  − +  + +  − +  + +  

   ( ) ( ) ( ) ( )
2 22 1 1 21 3 1 1 3 1 1 3 1 3n n n nn n n n− +   +  − − +  + + +  − + 

   
 

   ( ) ( )
22 11 1 3 1 1 3nn + = − +  + + + 

 
  

( )2 12 2 3 6nn n += + +  −  ····································································· 10 分 

18．（12 分） 

（1） ( )2 cos cos cos2c a A B b A A B= −  ， 

{#{QQABCQqQogAgABIAAQhCQQVCCkCQkBEACAoGAFAAIAABwQFABAA=}#}
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sin 2sin cos cos sin cos2C A A B B A = −  ···················································· 2 分 

( )sin sin 2 cos sin cos2 sin 2 0C A B B A A B = − = −   ··································· 4 分 

又0 2A B −  ，则 2C A B= − 或 2C A B+ − = ， 

若 2C A B= − ，则
3

A


= ； 

若 2C A B+ − = ，则 2A B= ，又 A B ，不符合题意，舍去， 

综上所述
3

A


=  ························································································· 6 分 

（2） ( )
2

22 2
2 , ,

3 3

AB AC AB AC
BD DC AD AD

 + +
=  =  =  

 

 ···························· 8 分 

2 24 2 36b c bc + + =    ①，又 2 2 2a b c bc= + −    ②， 

①②得：

2

2

2

22 2 2

4 2 1
3

1

4 26

c c

b b

a b c bc c c

b

c b bc

b

   
+ +   

   +
= =

+ −    
− +   

  

+



········································ 9 分 

令
c

x
b
= ，又

2 2 2 2 2, , ,A B a b a b b c bc b    + −   ， 

, 0 1
c

c b x
b

    =  ， 

令 ( ) ( ) ( )
2

2 21

4 2

1

1
1 ,

6
4

3
0f x x f x

x x

x x x

x x

+
=   =

+ −
+

− + − +
 ······························ 10 分 

令
3

6 3 ,
6

t
x t x

+
− = = ， 

( ) ( ) ( ) ( )2

36 36
4 3 3 , 4 3 3

2727

t
f t t f t t

t
t

t

 = + −    = + −  
+

+
， 

又
27

12t
t

+  或 ( ) 2

27 36 6 7
12, 1 7, 7,

7
t f t a

t a
+  −        ， 

所以当三角形 ABC 为等边三角形时a 最小，最小值为
6 7

7
 ····························· 12 分 

19．（12 分） 

（1）设事件 1A 为 A 员工答对甲类问题；设事件 2A 为 A 员工答对乙类问题； 

设事件 1B 为 B 员工答对甲类问题；设事件 2B 为 B 员工答对乙类问题； 

{#{QQABCQqQogAgABIAAQhCQQVCCkCQkBEACAoGAFAAIAABwQFABAA=}#}
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设事件 1C 为 C 员工答对甲类问题；设事件 2C 为 C 员工答对乙类问题； 

三人得分之和为 20 分的情况有： 

①A 员工答对甲类题，答错乙类题；B 与 C 员工均答错甲类题， 

则 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 1 2 1 1 0.5 0.4 0.4 0.6 0.048P A A B C P A P A P B P C   = =    =  

 ·············································································································· 2 分 

②B 员工答对甲类题，答错乙类题；A 与 C 员工均答错甲类题， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 1 2 1 1 0.6 0.5 0.5 0.6 0.09P B B A C P B P B P A P C   = =    =  

 ·············································································································· 4 分 

③C 员工答对甲类题，答错乙类题；A 与 B 员工均答错甲类题， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 1 2 1 1 0.4 0.25 0.5 0.4 0.02P C C A B P C P C P A P B   = =    = ， 

所以三人得分之和为 20 分的概率为 0.048+0.09+0.02=0.158 ·································· 6 分 

（2） A 员工得 100 分的概率为 ( ) ( ) ( )1 2 1 2 0.3P A A P A P A =  = ， 

B 员工得 100 分的概率为 ( ) ( ) ( )1 2 1 2 0.3P B B P B P B =  = ， 

C 员工得 100 分的概率为 ( ) ( ) ( )1 2 1 2 0.3P C C P C P C =  = ， 

 ·············································································································· 9 分 

( )~ 3,0.3X B ······················································································ 11 分 

 ( ) 3 0.3 0.9E X =  =  ············································································ 12 分 

20．（12 分） 

（1）取 AB的中点 N，连接 MN，NC，则线段MN为三角形 SAB的中位线， 

    MN SA ，又 ,SA BD BD MN⊥  ⊥  ························································ 2 分 

 设直线 CN与直线 BD交于 Q点， 

则
1

,
3

NQ BQ
BNQ CDQ

NC BD
   = = ， 

设
6 6

, 2 , ,
2 6

AD a CD a NC a NQ a=  =  =  = ， 

同理
3

3 ,
3

BD a BQ a= = ， 

又
2 2 2

2 2 2

6 3 2

a a a
NQ BQ BN+ = + = =  ··························································· 5 分 

,BD CN BD ⊥  ⊥面 ,MNC MC BD ⊥  ··················································· 6 分 

{#{QQABCQqQogAgABIAAQhCQQVCCkCQkBEACAoGAFAAIAABwQFABAA=}#}
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（2）分别以直线 AD，AB，AS为 x轴，y轴，z轴建立直角坐标系， 

则 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,0,0 , 0,0,2 , 2,2 2,0 , 0,2 2,0 , 0, 2,1A S C B M ， 

设 SP SC= ， 

 ( )( ) ( )( )2 ,2 2 ,2 1 , 2 ,2 2 ,2 1P AP      −  = −  ································· 8 分 

又 ( ) ( )0, 2,1 , 2,2 2,0AM AC= = ， 

设平面 AMC的法向量 ( ), ,n x y z= ， 

则 ( )
2 0

, 2,1, 2
2 2 2 0

n AM y z
n

n AC x y

  = + =
 = − −

 = + =

 ·········································· 10 分 

设直线 AP与平面 AMC所成的角为 ， 

则
( )

2

2 2 1 10
sin cos ,

105 16 8 4
AP n




 

−
= = =

 − +
， 

1 1
,

2 2

SP

SC
 =  =  ·················································································· 12 分 

21．（12 分） 

（1）设 1 1 2 2,MF r MF r= = ，在 1 2MF F 中，设 1 2F MF  = ， 

2 2 2 2

1 2 1 2 1 22 cos 4F F r r r r c= + − = ， 

2 2 2

1 2 1 22 cos 4r r r r c = + − ，又 ( )1 2

1

2
MC MF MF= + ， 

( ) ( )
2 2

2 2 2
2 2 21 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1
2 2 cos

4 4 2 2

r r
MC MF MF MF MF r r r r c = + +  = + + = + − ， 

( )
22 2

1 2 1 22 2 2 2 21 2
2

2 5 4
2 2 2

r r r rr r
MC c c a c

+ −
 = + − = − = − − =  ························· 3 分 

2 2 2 2 22 9, 6, 3, 3a c a c b − = =  =  = ，  

所以椭圆C 的方程为：
2 2

1
6 3

x y
+ =  ······························································· 4 分 

（2）设 ( ) ( ) ( )0 0 1 1 2 2, , , , ,A x y P x y Q x y ，直线 l的方程为 x y t= + ， 

{#{QQABCQqQogAgABIAAQhCQQVCCkCQkBEACAoGAFAAIAABwQFABAA=}#}
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( )

2 2

2 2 21
2 2 6 06 3

x y

y t y t

x y t

 




+ =

 + + + − =
 = +

， 

2

1 2 1 2 1 1 2 22 2

2 6
, , ,

2 2

t t
y y y y x y t x y t


 

 

−
 + = − = = + = +

+ +
， 

2 2

1 2 1 22 2

4 2 6
,

2 2

t t
x x x x



 

−
+ = =

+ +
 ································································ 7 分 

设
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
0 1 0 2 0 2 0 10 1 0 2

0 1 0 2 0 1 0 2

y y x x y y x xy y y y

x x x x x x x x

−  − + −  −− −
+ =

− − −  −
 

                 
( ) ( )( )

( )
0 0 0 1 2 1 2 0 1 2

2

0 1 2 0 1 2

2 2x y y x x y y t x y y

x x x x x x

− + + + − +
=

− + +
 

               
( ) ( )

( ) ( )

2

0 0 0 0 0

22 2

0 0

2 2 12 4

6 2

x y tx y x t
p

x x t

 



+ − + −
= =

− + −
 

若 p为常数，则 02 12 0tx − =  ····································································· 10 分 

即 06 tx= ，而此时
( )

( )

( )
0 00 0 0

22
00 0

42 2

6 2

y x tx y y

x tx x t

−
= =

−− −
， 

又 0

6
6 6, 6 6x

t
−   −   ，即 6t  或 6t  − ， 

综上所述， 6t  或 6t  − ，存在点 2

6 18
, 3A

t t

 
 −  

 
，使得直线 AP的斜率与直线 AQ

的斜率之和为定值
0

0

2y

x t−
 ············································································ 12 分 

22．（12 分） 

（1） ( ) ( )
( ) 2

2 2

1 lnln 1 ln
, 1

xx x x
g x x g x

x x x

− − += + = + =   ······································ 1 分 

令 ( ) ( )2 1
1 ln , 2 0h x x x h x x

x
= − + = − +  ，即

2

2
x  ， 

所以函数 ( )h x 在区间
2

,
2

 
+  

 
单调递增，在区间

2
0,

2

 
  
 

单调递减 ················· 3 分 

{#{QQABCQqQogAgABIAAQhCQQVCCkCQkBEACAoGAFAAIAABwQFABAA=}#}
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又 ( ) ( ) ( )min

2
0, 0, 0

2
h x h h x g x

 
=       

 
， 

所以函数 ( )g x 在 ( )0,+ 上单调递增 ····························································· 5 分 

（2）不等式
ln

e e e 0ax x
a

x
− −  等价于 1e ln 0axx x ax− − −   

令 ( ) ( ) ( )( )1 11
e ln 0 1 e 1ax axg x x x ax g x ax x

x

− −= − −   = + −，  ···························· 7 分 

设 ( ) ( ) ( )1 1e 1, 1 eax axh x x h x ax− −= −   = + ， 

当 ( )
1

0 , 0x h x
a

  −   ， 

所以函数 ( )h x 在
1

0,
a

 
− 

 
上单调递增，在

1
,

a

 
− + 
 

上单调递减， 

( ) ( )2

max

1 1
eh x h a

a a

− 
 = − = − + 

 
， 

( )2 2

max

1
e , e 0a h a

a

− − −  = − +  ， 

所以函数 ( )g x 在
1

,
a

 
− + 
 

单调递增，在
1

0,
a

 
− 

 
单调递减 ··························· 10 分 

( ) 2

min 2

1 1 1
e ln 1

e
g x g

a a a

− − 
 = − = − − − 

 
， 

令
2

1

e
t

a

−
= ，则 ( ) ( ) ( )( ) ( )min

1
ln 1 0,1 , 1g t t t m t t m t

t
= − − =   = − ， 

( )m t 在 ( )0,1 单调递减，在 ( )1,+ 单调递增， 

( ) ( ) ( )min 1 0, 0m x m m t = =  ， 

( ) ( )min 0, 0g x g x     ········································································ 12 分 

即 2ea − − 时，不等式 ( ) 0f x  恒成立． 

{#{QQABCQqQogAgABIAAQhCQQVCCkCQkBEACAoGAFAAIAABwQFABAA=}#}


