
2021年秋季高三数学（理）开学摸底考试卷 03
班级___________ 姓名___________ 分数____________

（考试时间：120分钟 试卷满分：150分）

一、选择题：本题共 12小题，每小题 5分，共 60分．在每小题给出的四个选项中，只有一项是符合题目

要求的．

1．已知集合 { |1 9}A x N x  ， { | 0 5}B x x   ，则 A B 
A．{2，3， 4} B．{1，2，3， 4} C．{ |1 5}x x D．{ |1 5}x x 

【答案】B

【解析】集合 { |1 9} {1A x N x   ，2，3，4，5，6，7，8， 9}，

{ | 0 5}B x x   ，

{1A B  ，2，3， 4}．

故选 B．

2．设复数 z满足
1
1

z i
z





，则 z 

A． i B． i C．1 D．1 i

【答案】B

【解析】因为
1
1

z i
z





，所以

1 ( 1 )(1 ) 2
1 (1 )(1 ) 2

i i i iz i
i i i

    
   

  
，

故 z i  ．

故选 B．

3．2021年 4月 23日是第 26个世界读书日，某市举行以“颂读百年路，展阅新征程”为主题的读书大赛

活动，以庆祝中国共产党成立 100周年．比赛分初赛和复赛两个阶段进行，规定：初赛成绩大于 90分的

具有复赛资格，某校有 1000名学生参加了初赛，所有学生的成绩均在区间 (30，150]内，其频率分布直

方图如图所示，则该校获得复赛资格的人数为



A．650 B．660 C．680 D．700

【答案】A

【 解 析 】 由 频 率 分 布 直 方 图 可 得 ， 学 生 初 赛 成 绩 在 (30 ， 90] 分 的 频 率 为

(0.0025 0.0075 0.0075) 20 0.35    ，

所以学生初赛成绩大于 90分的频率为1 0.35 0.65  ，

则该校获得复赛资格的人数为 0.65 1000 650  ．

故选 A．

4．某新晋网红一线城市鹅城人口模型近似为 0.012250024 tP e ，其中 0t  表示 2020年的人口

数量，则鹅城人口数量达到 320000的年份大约是 )( 2 0.693ln  ， 3 1.099ln  ， 5 1.609)ln 

A．2040年 B．2045年 C．2030年 D．2050年

【答案】A

【解析】令 0.012250024 320000te  ，

则 0.012 320000
250024

te  ，两边取对数得
3200000.012
250024

t ln ，

即

320000
5 2 2 5250024 20.583

0.012 0.012

ln ln lnt 
   ，

过去 20年或 21年， 0t  表示 2020年的人口数量，

则鹅城人口数量达到 320000的年份大约是 2040年或 2041年．

故选 A．

5．已知直线 : 2 0l kx y k   与双曲线
2

2
2: 1( 0)yC x b
b

   的一条渐近线平行，且这两条平行线间的

距离为
4
3
，则双曲线C的焦距为

A．4 B．6 C． 2 3 D．8

【答案】B

【解析】直线 l与双曲线
2

2
2: 1( 0)yC x b
b

   的一条渐近线平行，

不妨设直线 l与渐近线 0bx y  平行，

由 2 0kx y k   可知， l过点 ( 2,0)，

两条平行线间的距离为
4
3
，




2

| 0 2 | 4
31

b
b





，解得 2 8b  ，

2 9c  ，双曲线C的焦距为 6．

故选 B．

6．三棱锥 A BCD 的四个顶点为正方体的四个顶点，正方向如图所示，则三棱锥的左视图为

A． B．

C． D．

【答案】A

【解析】如图三棱锥 A BCD 的四个顶点为正方体的四个顶点，

则观察可知其左视图为 ．

故选 A．



7． 2

1 sin 70
2 2sin 10
 


 

A．2 B． 1 C．1 D． 1
2

【答案】C

【解析】
2

2 2 2

1 sin 70 1 cos20 1 (1 2 10 ) 1
2 2sin 10 2 2 10 2 2 10

sin
sin sin

      
  

     
．

故选 C．

8．设
2: 2 3 1 0p x x  ，

2: (2 1) ( 1) 0q x a x a a    ，若 q 的必要不充分条件是 p ，则实数 a的

取值范围是

A． 1[0, ]
2

B． 1(0, ]
2

C． 1( ,0) [ , )
2

  D． 1( ,0) ( , )
2

 
【答案】A

【解析】 2: 2 3 1 0p x x  ，解得
1 1
2

x ，

2: (2 1) ( 1) 0q x a x a a    ， 1a x a  ，

p 是 q 的必要不充分条件， p 是 q的充分不必要条件，


1
2

1 1

a

a




 

，等号不能同时成立，

解得
10
2

a ，

则实数 a的取值范围[0， 1]
2

．

故选 A．

9．如图，一辆汽车在一条水平的公路上向正西行驶，到 A处时测得公路北侧一山顶D在西偏北 45（即

45 )BAC   的方向上，行驶600 6m后到达 B处，测得此山顶在北偏东15（即 75 )ABC   的方

向上，仰角 DBC 为30，则此山的高度CD 



A． 200 3m B． 400 3m C． 600 3m D．800 3m

【答案】B

【解析】 ABC 中， 45BAC  ， 600 6AB  ， 75ABC  ，

60ACB  ，

由正弦定理得
600 6

sin 45 sin 60
BC


 

，

2600 6
2 1200

3
2

BC


  ，

Rt ABC 中， 30DBC  ，

3tan 1200 400 3
3

CD BC DBC      ，

则山高CD为 400 3m．

故选 B．

10．把颜色分别为红、黄、蓝、白四种颜色的小球放入颜色分别为红、黄、蓝、白四种颜色的纸盒中，则

四个小球都没有放入相同颜色的纸盒中的概率为

A． 16
81

B． 81
256

C． 3
4

D． 2
3

【答案】B

【解析】将四种不同颜色的球放入四种不同颜色的纸盒中基本事件的总数为 44 256n   ，

四个球都没有放入相同颜色的纸盒中的基本事件的总数为 43 81m   ，

所以四个小球都没有放入相同颜色的纸盒中的概率为
81
256

P  ．

故选 B．

11．已知直三棱柱 1 1 1ABC ABC ，的各顶点都在球O的球面上，且 2AB AC  ， 2 3BC  ，若球O的

体积为
160 5

3
 ，则这个直三棱柱的体积等于

A． 4 2 B．8 3 C．8 D． 4 5

【答案】B

【解析】设球O的半径为 R，球O的体积为
160 5

3
 ，

34 160 5
3 3
R  ，解得 2 5R  ．

2AB AC  ， 2 3BC  ，



2 60 120BAC     ． 21 2 sin120 3
2ABCS      ．

ABC 外接圆的半径
2 32 4

sin120
r  


，可得 2r  ．

设球心到底面的距离为 h，则 2 2 4h R r   ．

这个直三棱柱的体积 2 3 8 3h   ．

故选 B．

12．已知 函数 ( )f x 是定 义域为 R 的奇 函数．当 0x  时，

,0 1
( ) 12 ( 1) , 1

2

lnx x
f x

f x x

 
 

  

，则 函数

( ) ( ) sin
4

g x f x x
  在 [  ， ] 上的零点个数为 ( )

A．3 B．4 C．5 D．6

【答案】C

【解析】解：令 ( ) ( ) sin 0
4

g x f x x
   ，即 ( ) sin

4
f x x

 ，

函数 ( )f x 为 R上的奇函数，则 (0) 0f  ，

函数 ( ) sin
4

h x x
 也是 R上的奇函数，

故只需研究当 0x  时的零点个数即可，

又当 0x  时，

,0 1
( ) 12 ( 1) , 1

2

lnx x
f x

f x x

 
 

  

，

故在同一坐标系下，作出函数 ( )y f x 与 ( )y h x 的函数图象，如图所示，

由图象可得，当 0x  时，函数 ( )y f x 与 ( )y h x 的函数图象有 2个交点，

则当 0x  时，函数 ( )y f x 与 ( )y h x 的函数图象也有 2个交点，

又 (0,0)也是它们的交点，

故函数 ( )y f x 与 ( )y h x 的函数图象有 5个交点，

即函数 ( ) ( ) sin
4

g x f x x
  在 [  ， ] 上的零点个数为 5个．

故选 C．



二、填空题：本题共 4小题，每小题 5分，共 20分．

13．设函数 3 2( ) ( 2)f x x ax a x    ．若 ( )f x 的图象关于原点 (0,0))对称，则曲线 ( )y f x 在点 (1,3)处的

切线方程为 ．

【答案】 5 2 0x y  

【解析】由题函数 3 2( ) ( 2)f x x ax a x    ． ( )f x 的图象关于原点 (0,0))对称，

知 ( )f x 为奇函数，可得 0a  ， 3( ) 2f x x x  ． 2( ) 3 2f x x   ，

f （1） 5 k  ．所以切线方程为 5 2 0x y   ．

故答案为： 5 2 0x y   ．

14．已知平面向量 a， b

， c是单位向量，且 0a b 


，则 | |c a b 

 
的最大值为 ．

【答案】 2 1

【解析】由 | | | | 1a b 


，且 0a b 


，

建立如图所示平面直角坐标系，

设OA a
 

，OB b
 

，则 (1,0)a  ， (0,1)b 


，

再设 ( , )c x y


，则 ( 1, 1)c a b x y    
 

，

 2 2| | ( 1) ( 1)c a b x y     
 

，其几何意义为单位圆上的动点与定点 (1,1)P 间的距离．



则其最大值为 2 2| | 1 1 1 1 2 1OP       ．

故答案为： 2 1 ．

15．设 1F ， 2F 分别是椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yE a b
a b

    的左、右焦点，过点 1F 的直线交椭圆 E于 A， B两点，

1 1| | 3 | |AF BF ，若 2
3cos
5

AF B  ，则椭圆 E的离心率为 ．

【答案】
2
2

【解析】设 1| | ( 0)F B k k  ，则 1| | 3AF k ， | | 4AB k ，

2| | 2 3AF a k   ， 2| | 2BF a k  ．

2
3cos
5

AF B  ，

在 2ABF 中，由余弦定理得， 2 2 2
2 2 2 2 2| | | | | | 2 | | | | cosAB AF BF AF BF AF B    ，

2 2 2 6(4 ) (2 3 ) (2 ) (2 3 )(2 )
5

k a k a k a k a k        ，

化简可得 ( )( 3 ) 0a k a k   ，而 0a k  ，故 3a k ，

2 1| | | | 3AF AF k   ， 2| | 5BF k ，

2 2 2
2 2| | | | | |BF AF AB   ，

1 2AF AF  ，

△ 1 2AF F 是等腰直角三角形，

2
2

c a  ，

椭圆的离心率
2
2

ce
a

  ，

故答案为：
2
2

．



16．设函数   3
6 3

f x asin x bsin x          
   

（a＞0），若∀x∈R，|f（x）|≤|f（0）|，则
1 2b
a
 的最

小值为 ．

【答案】 2 2

【解析】函数   3
6 3

f x asin x bsin x          
   

3
6 6

asin x bcos x          
   

2 23
6

a b sin x       
 

，其中
3btan
a

  ，a＞0，

因为∀x∈R，|f（x）|≤|f（0）|，

所以 f（0）为函数 f（x）的最值，

则有 0
6 2

k k Z      ， ，

故
3

k k Z    ， ，

所以 3
3 3

tan tan k tan              
   

，

故
3 3b
a

  . ，

所以 b＝﹣a，a＞0，

故
1 1 12 2 2 2 2 2b a a
a a a
      ，

当且仅当
1 2a
a
 ，即 a

2
2

 时取等号，

所以
1 2b
a
 的最小值为2 2．

故答案为： 2 2．

三、解答题：共 70 分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤．第 17～21题为必考题，每个试题考

生都必须作答．第 22、23题为选考题，考生根据要求作答．（一）必考题：共 60分．



17．已知数列{ }na 满足 1 1a  ， 1
2

2
n

n
n

aa
a 


．

（1）求证数列
1

na
 
 
 

为等差数列；

（2）设 1n n nb a a  ，求数列{ }nb 的前 n项和 nT ．

【答案】（1）证明见解析；（2） 42
2nT n

 


.

【解析】（1）数列{ }na 满足 1 1a  ， 1
2

2
n

n
n

aa
a 


．整理得 1 12 2n n n na a a a   ，

故
1

1 1 1
2n na a

  （常数），

所以数列
1

na
 
 
 

是以 1为首项，
1
2
为公差的等差数列．

（2）由于数列
1

na
 
 
 

是以 1为首项，
1
2
为公差的等差数列．

所以
1 1 11 ( 1)

2 2n

nn
a


    ，故

2
1na n




所以 1
2 2 1 14( )
1 2 1 2n n nb a a

n n n n    
   

，

则：
1 1 1 1 1 1 1 1 44( ) 4( ) 2
2 3 3 4 1 2 2 2 2nT n n n n

         
   

．

18．某中学高三年级组为了解学生主动预习与学习兴趣是否有关，随机抽取一个容量为 n的样本进行调

查．调查结果表明，主动预习的学生占样本容量的
13
15

，学习兴趣高的学生占样本容量的
2
3
，主动预习

且学习兴趣高的学生占样本容量的
3
5
．

（1）完成下面 2 2 列联表．若有 97.5%的把握认为主动预习与学习兴趣有关，求样本容量 n的最小值；

学习兴趣高 学习兴趣一般 合计

主动预习 3
5
n 13

15
n

不太主动预习

合计 2
3
n n

（2）该校为了提高学生的数学学习兴趣，用分层抽样的方法从“学习兴趣一般”的学生中抽取 10人，

组成数学学习小组，现从该小组中随机抽取 3人进行摸底测试，记 3人中“不太主动预习”的人数为 X ，

求 X 的分布列和数学期望 ( )E X ．



附：
2

2 ( )
( )( )( )( )

n ad bcK
a b c d a c b d




   
，其中 n a b c d    ．

2
0( )P K k 0.10 0.05 0.025 0.010 0.005 0.001

0k 2.076 3.841 5.024 6.635 7.879 10.828

【答案】（1）270；（2）分布列见解析；
3( )
5

E X  .

【解析】（1） 2 2 列联表如下：

学习兴趣高 学习兴趣一般 合

计

主动预习 3
5
n 4

15
n 13

15
n

不太主动预习 1
15
n 1

15
n 2

15
n

合计 2
3
n 1

3
n n

则

2

2

3 1 4 1( )
5 15 15 15
13 2 2 1 52
15 15 3 3

n n n n n nK
n n n n

  
 

  
，

因为有 97.5%的把握认为主动预习与学习兴趣有关，

所以 5.024
52
n

，解得 251.248n ，

结合题意，正整数 n是 15的倍数，

所以 n的最小值为 270；

（2）由（1）可知，“学习兴趣一般”的学生中，

“主动预习”与“不太主动预习”的学生人数之比为 4 :1，

因此用分层抽样的方法，从“学习兴趣一般”的学生中抽取 10人中，“不太主动预习”的人数为 2，

所以 ~ (3X H ，2，10)，

所以
3
8
3
10

7( 0)
15

CP X
C

   ，



1 2
2 8
3
10

7( 1)
15

C CP X
C

  

2 1
2 8
3
10

1( 2)
15

C CP X
C

   ，

所以 X 的分布列为：

X 0 1 2

P 7
15

7
15

1
15

则
3 2 3( )
10 5

E X 
  ．

19．如图，在三棱柱 1 1 1ABC A B C 中， 1 1B C 平面 1 1AAC C，D是 1AA 的中点， ACD 是边长为 1的等边三

角形．

（1）证明： 1CD B D ；

（2）若 3BC  ，求二面角 1 1B C D B  的大小．

【答案】（1）证明见解析；（2）30 .

【解析】（1）证明： ACD 是边长为 1的等边三角形，

60ADC  ， 1 1 120DAC  ，

D 是 1AA 的中点，

1 1 1AD A D AC   ，即△ 1 1AC D是等腰三角形，

1 1 30A DC  ，从而 1 90CDC  ，即 1CD C D ．

1 1B C  平面 1 1AAC C，且CD 平面 1 1AAC C，

1 1BC CD  ，

又 1 1 1 1B C C D C ， 1 1B C  平面 1 1B C D， 1C D 平面 1 1B C D，



CD 平面 1 1B C D，

1B D  平面 1 1B C D，

1CD B D  ．

（2）解：连接 1CA ，

 1
1
2

CD AA ， 1AC CA  ．

以C为原点，CA、 1CA 、CB所在的直线分别为 x、 y、 z轴建立如图所示的空间直角坐标系，

则 (0C ，0， 0)， (0,0, 3)B ， 1( 1, 3,0)C  ，
1 3( , ,0)
2 2

D ， 1( 1, 3, 3)B  ，

 1 ( 1BC  


， 3， 3) ， 1
3 3( , ,0)
2 2

C D  


， 1
3 3( , , 3)
2 2

B D   


．

设平面 1BDC 的法向量为 (m x


， y， )z ，则 1

1

0

0

m BC

m C D

 




 
 

，即

3 3 0

3 3 0
2 2

x y z

x y

   



 


，

令 3x  ，则 3y  ， 2z  ， ( 3m 


，3， 2)，

由（1）知，平面 1 1B C D的一个法向量为 2 (1n CD 


， 3， 0)，

cos m 

，

3 3 3 3
| | | | 23 9 4 2
m nn
m n


  

  

 
 

，

由图可知，二面角 1 1B C D B  为锐角，



故二面角 1 1B C D B  的大小为 30．

20．如图，已知椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

    经过点
2(1, )
2

，离心率为
2
2

，直线 l经过椭圆C的右焦点 F ，

交椭圆于 A， B两点．

（Ⅰ）求椭圆C的方程．

（Ⅱ）若直线 l交 y轴于点M ，且MA AF
 

，MB BF
 

，当直线 l的倾斜角变化时，   是否为定

值？若是，请求出   的值；否则，请说明理由．

【答案】（1）
2

2 1
2
x y  ；（2） 4 .

【解析】（Ⅰ）设椭圆的半焦距为 c，

则有

2 2

2 2 2

1 1 1
2
2
2

a b
c
a
a b c

  






 



，解得 2, 1, 1a b c   ，

所以椭圆C的方程为
2

2 1
2
x y  ；

（Ⅱ）由（Ⅰ）知， (1,0)F ，由条件得直线 l的斜率必存在，

设方程为 ( 1)y k x  ，又 (0, )M k ，设 1(A x ， 1)y ， 2(B x ， 2 )y ，

则由

2
2 1

2
( 1)

x y

y k x


 


  

，解得 2 2 2 2(1 2 ) 4 2 2 0k x k x k     ，

所以
2 2

1 2 1 22 2

4 2 2,
1 2 1 2
k kx x x x
k k


  

 
，

因为MA AF
 

，

则有 1(x ， 1 1) (1y k x   ， 1)y ，



所以 1

11
x
x

 


，

同理可得 2

21
x
x

 


，

所以

2 2

2 2
1 2 1 2 1 2

2 2
1 2 1 2 1 2

2 2

4 4( 1)
2 1 2 1 2 4

4 2 21 1 1 ( ) 1
1 2 1 2

k k
x x x x x x k k

k kx x x x x x
k k

 


         

    
 

 

，

即   是定值 4 ．

21．已知 e是自然对数的底数，函数 1 2( ) 2 xf x e ax  ，其中 a R ．

（1）当 1a  时，若 ( ) ( )g x f x  ，求 ( )g x 的单调区间；

（2）若 ( )f x 在 R上恰有三个零点，求 a的取值范围．

【答案】（1） ( )g x 在 ( ,1) 上单调递减，在 (1, ) 上单调递增；（2） ( , )
2
e
 .

【解析】（1）当 1a  时， 1( ) 2 2xf x e x  

令 ( ) ( )g x f x ，则 1( ) 2 2xg x e    ，

当 1x  时， ( ) 0g x  ， ( )g x 在 ( ,1) 上单调递减；

当 1x  时 ( ) 0g x  ， ( )g x 在 (1, ) 上单调递增．

( ) ( )f x g x g  （1） 0 ． ( )f x 在 R上单调递增．

（2） 2(0) 0f
e

  ， ( )f x 的零点 0x  ，

令 1 2( ) 2 0xf x e ax   ，可得
1

2

2 xea
x



 ，

设
1

2

2( ) ( 0)
xeh x x
x



  ，


1 2 1 1

4 3

2 2 2 2 ( 2)( )
x x xe x e x e xh x

x x

        ，

令 ( ) 0h x  ，得 2x  ，且 (2)
2
eh  ，

当 ( ,0)x  时， ( ) 0h x  ， ( )h x 单调递增且 ( ) (0h x  ， ) ；

当 (0,2)x 时， ( ) 0h x  ， ( )h x 单调递减且 ( ) ( , )
2
eh x   ；

当 (2, )x  时， ( ) 0h x  ， ( )h x 单调递增且 ( ) ( , )
2
eh x   ，

作图 ( )h x 的大致图象，如图所示，

由图象可知，当
2
ea  时， y a 与 ( )y h x 的图象有三个交点，即 ( )f x 有三个不同的零点，



a 的取值范围是 ( , )
2
e
 ．

（二）选考题：共 10分．请考生在第 22、23题中任选一题作答．如果多做，则按所做的第一题计分．[选

修 4-4：坐标系与参数方程]（10分）

22．在平面直角坐标系 xOy中，曲线 1C 的参数方程为
cos

(
1 sin

x
y







  
为参数），M 是 1C 上的动点，动点 P

满足 3OP OM ．

（1）求动点 P 的轨迹 2C 的参数方程；

（2）在以O为极点，x轴的正半轴为极轴的极坐标系中，射线
6
  与 1C 异于极点的交点为 A，与 2C 异

于极点的交点为 B，求 AB．

【答案】（1）
3cos

(
3 3sin

x
y







  
为参数）；（2）2.

【解析】（1）设 ( , )P x y ， 0(M x ， 0 )y ，由 3OP OM
 

，得 0

0

3
3

x x
y y


 
①，

又M 的 1C 上， 0

0

cos
(

1 sin
x
y







  
为参数），②

将②代入①得
3cos

(
3 3sin

x
y







  
为参数），即为 2C 的参数方程．

（2）解法一： 1C 的参数方程化为普通方程为 2 2 2 0x y y   ，

对应的极坐标方程为 2sin  ， 2C 的参数方程化为普通方程为 2 2 6 0x y y   ，

对应的极坐标方程为 6sin  ，

当
6
  时， (1, ), (3, )

6 6
A B 

，

1 2| | | | |1 3 | 2AB        ．

解法二： 1C 的参数方程化为普通方程为 2 2 2 0x y y   ， 2C 的参数方程化为普通方程为 2 2 6 0x y y   ，



又射线
6
  化为普通方程为

3 ( 0)
3

y x x ，

联立 1C 与射线方程解得 A点直角坐标为
3 1( , )
2 2

，

联立 2C 与射线方程解得 B点直角坐标为
3 3 3( , )
2 2

．

 2 23 3 3 3 1| | ( ) ( ) 2
2 2 2 2

AB      ．

23．已知关于 x的不等式 | 4 | | | 2x x m m   的解集为 R．

（1）求m的最大值；

（2）若 a，b， c都是正实数，且
1 1 1 1

2 3a b c
   ，求证： 2 3 9a b c  ．

【答案】（1） 4
3
；（2）证明见解析.

【解析】（1）解：当 0m  时，不等式 | 4 | | | 2x x m m   恒成立，解集为 R，满足题意；

当 0m 时，

① 0 4m  时， | 4 | | | | ( 4) ( ) | 4x x m x x m m        ，

由不等式 | 4 | | | 2x x m m   的解集为 R，可得 4 2m m ，

解得：
40
3

m ；

② 4m  时，不等式 | 4 | | | 2x x m m   ，即为 2 | 4 | 8x  ，解得 0x 或 8x ，不满足题意；

③ 4m  时， | 4 | | | 4x x m m    ，

由不等式 | 4 | | | 2x x m m   的解集为 R，可得 4 2m m ，

解得： 4m  ，与 4m  矛盾；

综上所述，
4
3

m ， m 的最大值为
4
3
．

（2）证明： 1 1 1 1(
2 3

a
a b c
   ， b， 0)c  ，

由柯西不等式得：

1 1 1 1 1 13 2 3 2 3
2 32 3

a b c a b c
a b ca b c

           ，

整理得 2 3 9a b c  ，当且仅当 2 3a b c  ，即 3a  ，
3
2

b  ， 1c  时取等号．


