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武昌区 2022-2023 学年度高二年级期末质量检测 

数学参考答案及评分细则 
题号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

答案 A B C B D D B A ABD ACD AC ACD 

1．解析：选 A

2．解析：选 B

3．解析：设𝑛年后该地的GDP会翻两番，则(1 + 6.5%) = 4，

∴ 𝑛 = logଵ.ହ4 =
ଶ୪ଶ

୪ଵ.ହ
≈

ଶ×.ଷଵ

.ଶଷ
≈ 22.故选 C. 

4．解析：设圆锥的母线为𝑙，底面半径为 R .圆锥的侧面展开图为扇形，该扇形的半径为𝑙，

弧长为2𝜋𝑅，由已知可得，𝜋𝑙 = 2𝜋𝑅，所以𝑙 = 2𝑅.所以，圆锥的表面积𝑆 = 𝜋𝑅𝑙 + 𝜋𝑅ଶ =

3𝜋𝑅ଶ = 𝑎，所以𝑅 = ට


ଷగ
=

√ଷగ

ଷగ
，所以，这个圆锥的底面直径为2𝑅 =

ଶ√ଷగ

ଷగ
.故选 B. 

5．解析：圆𝑂: 𝑥ଶ + 𝑦ଶ = 4的圆心为 (0,0)O ，半径𝑟 = 2，若直线𝑦 = 𝑥 + 𝑚与圆𝑂交于 A，B

两点，且△ 𝐴𝑂𝐵为等边三角形，则圆心𝑂到直线𝑦 = 𝑥 + 𝑚的距离𝑑 = √3， 

又由点到直线的距离公式可得
||

√ଶ
= √3，解得𝑚 = ±√6，故选 D.

6．解析：第一种策略：设每次购买这种物品的数量均为𝑚,则平均价格为
భାమ

ଶ
=

భାమ

ଶ
，

故 A 不正确；第二种策略：设每次购买这种物品所花的钱为𝑛，第一次能购得该物品的数量

为


భ
， 第二次能购得该物品的数量为



మ
，则平均价格为

ଶ


భ
ା



మ

=
ଶ

భ

భ
ା

భ

మ

=
ଶభమ

భାమ
，B 错误；

భାమ

ଶ
−

ଶభమ

భାమ
=

(భାమ)మିସభమ

ଶ(భାమ)
=

(భିమ)మ

ଶ(భାమ)
> 0 ，所以

భାమ

ଶ
>

ଶభమ

భାమ
，故选 D. 

7．解析：𝑦 = sin ቀ
గ

ଷ
+ 2𝑥ቁ + 𝑠𝑖𝑛 ቀ

గ

ଷ
+ 2𝑥 −

గ

ଶ
ቁ = sin ቀ

గ

ଷ
+ 2𝑥ቁ − cos ቀ

గ

ଷ
+ 2𝑥ቁ

= √2sin ቀ2𝑥 +
గ

ଵଶ
ቁ，当2𝑘𝜋 −

గ

ଶ
≤ 2𝑥 +

గ

ଵଶ
≤ 2𝑘𝜋 +

గ

ଶ
, k ∈ Z，得𝑘𝜋 −

గ

ଶସ
≤ 𝑥 ≤ 𝑘𝜋 +

ହగ

ଶସ
，k ∈

𝐙，则函数单调递增区间为ቂ𝑘𝜋 −
గ

ଶସ
, 𝑘𝜋 +

ହగ

ଶସ
ቃ，k ∈ Z，故选 B. 

8．解析：因为  20.02 0.01 0.01e 2e 1 e 1 0a b       ，所以 a b ． 

设  ( ) 2 e 1 sin tanxf x x x    ，则𝑓ᇱ(𝑥) = 2

1
2e cos

cos
x x

x
  ， 

令𝑔(𝑥) = 𝑓ᇱ(𝑥)，则 3

2sin
( ) 2e sin

cos
x x

g x x
x

    ． 

当𝑥 ∈ ቀ0,
గ


ቁ时，2e௫ > 2，sin 𝑥 > 0， 3

3

π
2sin2sin 8 36 2

πcos 9cos
6

x

x
   ， 
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所以𝑔ᇱ(𝑥) > 0，所以当𝑥 ∈ ቀ0,
గ


ቁ时，𝑓ᇱ(𝑥) > 𝑓ᇱ(0) = 0，所以𝑓(𝑥)在𝑥 ∈ ቀ0,

గ


ቁ上单调递增， 

从而𝑓(𝑥) > 𝑓(0) = 0，因此𝑓(0.01) > 0，即𝑏 > 𝑐．综上可得𝑎 > 𝑏 > 𝑐．故选 A. 

9．解析：对于方程 2 2 cos 1x y   (0 ≤ 𝛼 ≤ π)， 

当𝛼 = 0时， cos 𝛼 = 1，方程为𝑥ଶ + 𝑦ଶ = 1表示圆心在原点，半径为1的圆； 

当 0< 𝛼 <
గ

ଶ
时，0 < cos 𝛼 < 1，此时方程𝑥ଶ + 𝑦ଶ 𝑐𝑜𝑠 𝛼 = 1表示焦点在𝑦轴的椭圆； 

当𝛼 =
గ

ଶ
时， cos 𝛼 = 0，此时方程𝑥ଶ = 1，即𝑥 = ±1，表示两条直线； 

当
గ

ଶ
< 𝛼 ≤ π时， − 1 ≤ cos 𝛼 < 0，此时方程𝑥ଶ + 𝑦ଶ cos 𝛼 = 1表示焦点在𝑥轴的双曲线. 

综上可得符合依题意的有 A、B、D.故选 ABD. 

10．解析：A 选项，|�⃗�| = √1ଶ + 3ଶ = √10，A 正确；B 选项，2�⃗� − 𝑏ሬ⃗ = (2,6) − (−2,1) = (4,5)，

故൫2�⃗� − 𝑏ሬ⃗ ൯ ⋅ 𝑏ሬ⃗ = (4,5) ⋅ (−2,1) = −8 + 5 = −3 ≠ 0，故2a b
 

与𝑏ሬ⃗ 不垂直，B 错误； 

C 选项，𝑐𝑜𝑠ൻ�⃗�, 𝑏ሬ⃗ ൿ =
ሬ⃗ ⋅ሬ⃗

|ሬ⃗ |⋅หሬ⃗ ห
=

(ଵ,ଷ)⋅(ିଶ,ଵ)

√ଵାଽ×√ସାଵ
=

ଵ

ହ√ଶ
=

√ଶ

ଵ
> 0，故�⃗�与𝑏ሬ⃗ 的夹角为锐角，C 正确； 

D 选项，�⃗�在𝑏ሬ⃗ 上的投影向量为
ሬ⃗ ⋅ሬ⃗

หሬ⃗ ห
⋅

ሬ⃗

หሬ⃗ ห
=

|(ଵ,ଷ)⋅(ିଶ,ଵ)|

√ସାଵ
⋅

ሬ⃗

√ସାଵ
=

ଵ

ହ
𝑏ሬ⃗ ，D 正确.故选 ACD. 

11．解析：记事件 D：选取的这个人患了流感，记事件 E：此人来自 A 地区，记事件 F：此 

人来自 B 地区，记事件 G：此人来自 C 地区，则𝐷 = 𝐸 ∪ 𝐹 ∪ 𝐺，且𝐸, 𝐹, 𝐺彼此互斥， 

由题意可得𝑃(𝐸) =
ହ

ଶ
= 0.25，𝑃(𝐹) =



ଶ
= 0.35，𝑃(𝐺) =

଼

ଶ
= 0.4， 

𝑃(𝐷|𝐸) = 0.06，𝑃(𝐷|𝐹) = 0.05，𝑃(𝐷|𝐺) = 0.04， 

A.由全概率公式可得𝑃(𝐷) = 𝑃(𝐸) ⋅ 𝑃(𝐷|𝐸) + 𝑃(𝐹) ⋅ 𝑃(𝐷|𝐹) + 𝑃(𝐺) ⋅ 𝑃(𝐷|𝐺) = 0.25 ×

0.06 + 0.35 × 0.05 + 0.4 × 0.04 = 0.0485；A 正确； 

B.𝑃(𝐸) =
ହ

ଶ
= 0.25，𝑃(𝐷|𝐸) = 0.06，选自 A 地区且患流感的概率为 0.0150；B 错误； 

C.由条件概率公式可得𝑃(𝐸|𝐷) =
(ா)

()
=

(ா)⋅(|ா)

()
=

.ଶହ×.

.ସ଼ହ
=

ଷ

ଽ
，C 正确. 

D.从这三个地区中任意选取一个人患流感的概率为 0.0485，任意选取 100 个人，患流感的人

数设为 X，则𝑋~𝐵(100,0.0485)，即𝐸(𝑋) = 100 × 0.0485 = 4.85；D 错误.故选 AC. 

12．解析：对于 A，由异面直线的定义知 A 正确； 

对于 B，要求四面体𝐴𝐵𝐶𝐷体积的最大值，则𝐴𝐶 ⊥面𝐴𝐷𝐵且𝐴𝐵 ⊥ 𝐵𝐷， 

此时四面体𝐴𝐵𝐶𝐷体积的最大值𝑉 =
ଵ

ଷ
𝑆△ ⋅ 𝐴𝐶 =

ଵ

ଷ
×

ଵ

ଶ
× 2 × 2 × 2 =

ସ

ଷ
，故 B 不正确； 

对于 C，在平面𝛽内过 A作 BD的平行线 AE，且使得𝐴𝐸 = 𝐵𝐷，连接𝐶𝐸，𝐸𝐷， 

四边形𝐴𝐸𝐷𝐵是一个矩形，∠𝐶𝐴𝐸是二面角𝛼 − 𝑙 − 𝛽的一个平面角，且𝐴𝐵 ⊥面 AEC， 

所以 ED 面 AEC，从而𝐶𝐸 = √𝐶𝐷ଶ − 𝐸𝐷ଶ = √𝐶𝐷ଶ − 𝐴𝐵ଶ = √7ଶ − 6ଶ = √13. 

在△ 𝐴𝐸𝐶中，由余弦定理可知：cos ∠ 𝐶𝐴𝐸 =
మାாమିாమ

ଶ×ா
=

ଷమାସమିଵଷ

ଶ×ଷ×ସ
=

ଵ

ଶ
, 

所以
3

CAE


  .故 C 正确；对于 C 选项，还可以用向量的方法求解. 

对于 D，在平面𝛽内，过点 A作 AE平行且等于 BD，则四边形 ABDE为正方形，根据对称



 3 / 8 
 

性，过 A、B、C、D的球即为四棱锥 C-ABDE的外接球.由题意知△𝐴𝐸𝐶为正三角形，设正

方形 ABDE的中心为𝑂ଵ，△𝐴𝐸𝐶的外心为𝑂ଶ，球心为 O，则 OO1⊥平面 ABDE，OO2⊥平面 AEC, 

从而有 R2=32+(2√3)2，解得 R2=21，所以球的表面积为𝑆 = 4𝜋𝑅ଶ = 84𝜋. 故 D 正确. 

另解：因为二面角𝛼 − 𝑙 − 𝛽的大小为
గ

ଷ
，𝐴𝐶 = 𝐴𝐵 = 𝐵𝐷 = 6，𝐴𝐶 ⊥ 𝑙，𝐵𝐷 ⊥ 𝑙，所以平面𝐴𝐵𝐶

与平面 ABD所成角的大小为
గ

ଷ
，𝐶𝐴 ⊥ 𝐴𝐵, 𝐴𝐵 ⊥ 𝐵𝐷. 

取𝐴𝐷的中点𝑂ଵ，𝐵𝐶的中点𝑂ଶ，𝑂ଵ，𝑂ଶ为△𝐴𝐵𝐷，△𝐴𝐵𝐶的外心， 

取𝐴𝐵的中点𝑀，连接𝑀𝑂ଵ，𝑀𝑂ଶ，则𝑂ଶ𝑀 ⊥ 𝐴𝐵，𝑂ଵ𝑀 ⊥ 𝐴𝐵, 

所以∠𝑂ଶ𝑀𝑂ଵ是二面角𝛼 − 𝑙 − 𝛽的一个平面角，则∠𝑂ଶ𝑀𝑂ଵ =
గ

ଷ
， 

过𝑂ଶ作平面𝐴𝐵𝐶的垂线和过𝑂ଵ作平面 ABD的垂线，交于点𝑂，𝑂即为外接球球心， 

所以𝑂𝑂ଶ ⊥面𝐶𝐴𝐵， 𝑂𝑂ଵ ⊥面𝐷𝐴𝐵， 连接𝑂𝑀 ，𝑂ଵ𝑀 = 𝑂ଶ𝑀 = 3 ， 

所以易证得：△ 𝑂ଵ𝑀𝑂与△ 𝑂ଶ𝑀𝑂全等，所以∠𝑂𝑀𝑂ଵ = ∠𝑂𝑀𝑂ଶ =
గ


， 

所以在直角三角形𝑂ଵ𝑀𝑂，𝑡𝑎𝑛 3 0° =
ைைభ

ெைభ
=

ைைభ

ଷ
=

√ଷ

ଷ
⇒ 𝑂𝑂ଵ = √3， 

𝑂𝐷 = 𝑅 = ට𝑂𝑂ଵ
ଶ + 𝑂ଵ𝐷 = √3 + 18 = √21， 

则过𝐴、𝐵、𝐶、𝐷四点的球的表面积为𝑆 = 4𝜋𝑅ଶ = 84𝜋.故 D 正确.故选 ACD. 

13．解析：对于(1 − 𝑥)ଵ，其展开式的通式为𝐶ଵ
 (−𝑥) = (−1)𝐶ଵ

 𝑥， 

则展开式中含𝑥ସ项的系数为(−1)ସ𝐶ଵ
ସ + (−1)ଷ𝐶ଵ

ଷ + (−1)ଶ𝐶ଵ
ଶ = 135，答案为：135. 

14．解析：甲、乙两班全部学生的平均体重为𝑥 =
ଷ

ହ
× 55 +

ଶ

ହ
× 60 = 57； 

甲、乙两队全部学生的体重方差为𝑠ଶ =
ଷ

ହ
[16 + (57 − 55)ଶ] +

ଶ

ହ
[21 + (57 − 60)ଶ] = 24. 

故答案为：24. 

15．解析：点𝐷的坐标为(1,2)，则𝑘ை = 2，又𝑂𝐷 ⊥ 𝐴𝐵，且直线𝐴𝐵过点𝐷(1,2)， 

则直线𝐴𝐵的方程为𝑦 − 2 = −
ଵ

ଶ
(𝑥 − 1)，整理得2 5 0y x   ， 

设点𝐴 (𝑥ଵ, 𝑦ଵ)，𝐵 (𝑥ଶ, 𝑦ଶ)，由𝑂𝐴 ⊥ 𝑂𝐵，得𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ⋅ 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = 0，即𝑥ଵ𝑥ଶ + 𝑦ଵ𝑦ଶ = 0， 

∵直线𝐴𝐵的方程为𝑥 = 5 − 2𝑦， 

∴ 𝑥ଵ𝑥ଶ + 𝑦ଵ𝑦ଶ = (5 − 2𝑦ଵ)(5 − 2𝑦ଶ) + 𝑦ଵ𝑦ଶ = 5𝑦ଵ𝑦ଶ − 10(𝑦ଵ + 𝑦ଶ) + 25 = 0， 

∴ 𝑦ଵ𝑦ଶ − 2(𝑦ଵ + 𝑦ଶ) + 5 = 0    ①， 

联立𝑥 = 5 − 2𝑦与𝑦ଶ = 2𝑝𝑥(𝑝 > 0)，消去𝑥得𝑦ଶ + 4𝑝𝑦 − 10𝑝 = 0， 

则൜
𝑦ଵ + 𝑦ଶ = −4𝑝
𝑦ଵ𝑦ଶ = −10𝑝

    ②，把②代入①，解得𝑝 =
ହ

ଶ
， 

故|𝑦ଵ − 𝑦ଶ| = ඥ(𝑦ଵ + 𝑦ଶ)ଶ − 4𝑦ଵ𝑦ଶ = √100 + 100 = 10√2， 

又直线𝐴𝐵与𝑥轴的交点为(5,0)，所以𝑆△ை =
ଵ

ଶ
× 5 × |𝑦ଵ − 𝑦ଶ| = 25√2.答案为：25√2. 

16．解析：由题可得𝑓(𝑥) ≥ 𝑚𝑥 + ln 𝑥对任意 (0, )x  恒成立，等价于𝑚 ≤
௫మೣି୪୬ ௫ି

௫
对任 

意 (0, )x  恒成立，令𝑔(𝑥) =
௫ୣమೣି୪୬ ௫ିଵ

௫
，则𝑔ᇱ(𝑥) =

ଶ௫మୣమೣା ௫

௫మ
， 
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令ℎ(𝑥) = 2𝑥ଶ𝑒ଶ௫ + ln 𝑥，则ℎᇱ(𝑥) = 4(𝑥ଶ + 𝑥)𝑒ଶ௫ +
ଵ

௫
> 0，  h x 在(0, +∞)单调递增， 

∵ ℎ ቀ
ଵ

ସ
ቁ =

√

଼
− 2 𝑙𝑛 2 < 0, ℎ ቀ

ଵ

ଶ
ቁ =

ୣ

ଶ
− ln 2 > 0， 

 h x 存在唯一零点𝑥，且𝑥 ∈ ቀ
ଵ

ସ
，

ଵ

ଶ
ቁ，使得2𝑥

ଶeଶ௫బ + ln 𝑥 = 0， 

∴ 𝑔(𝑥)在൫0，𝑥൯单调递减，在  0 ,x  单调递增，  
02

0 0
min 0

0

ln 1
( )

xx e x
g x g x

x

 
   ， 

∵ 2𝑥
ଶ𝑒ଶ௫బ + ln 𝑥 = 0，即2𝑥𝑒ଶ௫బ = −

 ௫బ

௫బ
=

ଵ

௫బ
ln

ଵ

௫బ
= 𝑙𝑛

ଵ

௫బ
⋅ e


భ

ೣబ， 

令𝜑(𝑥) = 𝑥𝑒௫，显然𝜑(𝑥)在(0, +∞)单调递增，则2𝑥 = 𝑙𝑛
ଵ

௫బ
，即

ଵ

௫బ
= 𝑒ଶ௫బ， 

则𝑔(𝑥) =
௫బ⋅

భ

ೣబ
ାଶ௫బିଵ

௫బ
=

ଶ௫బ

௫బ
= 2，∴ 𝑚 ≤ 2. 

 

17.解析:（1）连接𝐶ଵ𝐸，在上底面过点𝐸作直线𝑙 ⊥ 𝐶ଵ𝐸即可，则𝑙 ⊥ 𝐶𝐸. 

理由：  ∵ 𝐶𝐶ଵ ⊥平面𝐴ଵ𝐵ଵ𝐶ଵ𝐷ଵ，且𝑙 ⊂平面𝐴ଵ𝐵ଵ𝐶ଵ𝐷ଵ， ∴ 𝐶𝐶ଵ ⊥ 𝑙 

又∵ 𝑙 ⊥ 𝐶ଵ𝐸，𝐶ଵ𝐸 ∩ 𝐶𝐶ଵ = 𝐶ଵ，∴ 𝑙 ⊥平面𝐶𝐶ଵ𝐸， 

∵ 𝐶𝐸 ⊂平面𝐶𝐶ଵ𝐸，∴ 𝑙 ⊥ 𝐶𝐸.   ……………………………………（5 分） 

（2）以𝐷为坐标原点，𝐷𝐴、𝐷𝐶、 1DD 所在直线分别为𝑥轴，𝑦轴，𝑧轴，建立如图所示空间

直角坐标系，设正方体的棱长为 2，则𝐶(0,2,0)，𝐸(
ଶ

ଷ
,

ସ

ଷ
, 2) ∴ 𝐶𝐸ሬሬሬሬሬ⃗ = (

ଶ

ଷ
, −

ଶ

ଷ
, 2). 

又𝐹(2,0,1)，𝐵ଵ(2,2,2)，𝐷ଵ(0,0,2)，则𝐹𝐵ଵ
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = (0,2,1)，𝐹𝐷ଵ

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = (−2,0,1). 

设平面𝐹𝐵ଵ𝐷ଵ的一个法向量为𝑚ሬሬ⃗ = (𝑥, 𝑦, 𝑧),则ቊ
𝑚ሬሬ⃗ ⋅ 𝐹𝐵ଵ

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 0，

𝑚ሬሬ⃗ ⋅ 𝐹𝐷ଵ
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 0,

 

∴ ൜
2𝑦 + 𝑧 = 0,

−2𝑥 + 𝑧 = 0,
  ∴ 𝑚ሬሬ⃗ = (1, −1,2). 

设𝐶𝐸与平面𝐹𝐵ଵ𝐷ଵ所成角为𝜃，则𝑠𝑖𝑛 𝜃 = ห𝑐𝑜𝑠ൻ𝐶𝐸ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝑚ሬሬ⃗ ൿห = ฬ
ாሬሬሬሬሬ⃗ ⋅ሬሬሬ⃗

หாሬሬሬሬሬ⃗ ห|ሬሬሬ⃗ |
ฬ =

଼

√
， 

∴ 𝐶𝐸与平面𝐹𝐵ଵ𝐷ଵ所成角的正切值为4 2 .   ……………………………………（10 分） 

 

18. 解析：（1）若选①：整理得1 − tan𝐴tan𝐶 = −√3(tan𝐴 + tan𝐶)，因为𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 𝜋， 

所以tan𝐵 = −tan(A + C) = −
௧ା௧

ଵି௧௧
=

√ଷ

ଷ
，因为𝐵 ∈ (0, 𝜋)，所以𝐵 =

గ


； 

若选②：因为(2c-√3𝑎)cos𝐵 = √3𝑏cos𝐴，由正弦定理得(2sinC-√3sinA)cosB=√3sinBcosA 

则2𝑠𝑖𝑛𝐶𝑐𝑜𝑠𝐵 = √3𝑠𝑖𝑛(𝐴 + 𝐵) = √3sin𝐶，sinC>0，则 cosB=
√ଷ

ଶ
，因为𝐵 ∈ (0, 𝜋)，所以𝐵 =

గ


； 

若选③：由正弦定理得𝑎ଶ + 𝑐ଶ − 𝑏ଶ = √3𝑎𝑐，所以
మାమିమ

ଶ
=

√ଷ

ଶ
， 

即 cosB=
√ଷ

ଶ
，因为𝐵 ∈ (0, 𝜋)，所以𝐵 =

గ


.   ……………………………………（6 分） 

（2）将𝑐 = 𝑏 + 1代入正弦定理


௦
=



sinC
，得



௦
=

ାଵ

௦
，所以 sinC=

ାଵ

ଶ
. 
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因为𝐵 =
గ


，角𝐴的解只有一个，所以角𝐶的解也只有一个，所以0 < sinC <

ଵ

ଶ
或sin𝐶=1， 

即0 <
ୠାଵ

ଶୠ
<

ଵ

ଶ
或

ୠାଵ

ଶୠ
=1，又𝑏 > 0，所以b = 1.   ……………………………………（12 分） 

 

19. 解析：（1）由题意，数列{𝑎}满足𝑎ାଵ + 𝑎 = 3 ⋅ 2，即𝑎ାଵ = −𝑎 + 3 ⋅ 2， 

则
శభିଶశభ

ିଶ
=

ିାଷ⋅ଶିଶశభ

ିଶ
=

ଶି

ିଶ
= −1，又由𝑎ଵ = 1，可得𝑎ଵ − 2ଵ = −1， 

所以数列{𝑎 − 2}表示首项为 1 ，公比为 1 的等比数.   …………………（4 分） 

（2）由（1）知𝑎 − 2 = −1 × (−1)ିଵ = (−1)，所以𝑎 = (−1) + 2. 

所以𝑆 = 2ଵ + 2ଶ + ⋯ + 2 + (−1) + 1 + ⋯ + (−1)， 

当𝑛为偶数时，可得𝑆 =
ଶ(ଵିଶ)

ଵିଶ
+ 0 = 2ାଵ − 2； 

当𝑛为奇数时，可得𝑆 =
ଶ(ଵିଶ)

ଵିଶ
− 1 = 2ାଵ − 3. 

综上可得，𝑆 = ቊ
2ାଵ − 2, 𝑛为偶数,

2ାଵ − 3, 𝑛为奇数.
   ……………………………………（12 分） 

 

20. 解析：（1）根据散点图判断，其变化趋势不是线性的，而是曲线的，因此，选②𝑦 = 𝑑 ⋅

𝑐௫ + 25更适宜此散点的回归方程.   ……………………………………（2 分） 

（2）由𝑦 = 𝑑 ⋅ 𝑐௫ + 25有：𝑦 − 25 = 𝑑 ⋅ 𝑐௫，两边取自然对数得： 

ln( 𝑦 − 25) = ln( 𝑑 ⋅ 𝑐௫) = 𝑙𝑛 𝑑 + 𝑥 ⋅ 𝑙𝑛 𝑐，设𝜔 = 𝑙𝑛(𝑦 − 25)，𝑎 = 𝑙𝑛 𝑑， 𝑏 = 𝑙𝑛 𝑐， 

则l𝑛( 𝑦 − 25) = 𝑙𝑛 𝑑 + 𝑥 ⋅ ln 𝑐化为：𝜔 = 𝑏𝑥 + 𝑎，又�̄� = 3，∑ (𝑥 − �̄�)ଶ
ୀଵ = 28， 

∴ 𝑏 =
∑ (௫ି௫̄)(ఠିఠ̄)ళ

సభ

∑ (௫ି௫̄)మళ
సభ

=
ିଶ.ଶସ

ଶ଼
= −0.08，∴ 𝑎 = �̄� − 𝑏�̄� = 3.85 + 0.08 × 3 = 4.09， 

由𝑏 = −0.08 = 𝑙𝑛 𝑐 ，得𝑐 = e-0.08 ，由𝑎 = 4.09＝ ln 𝑑 ，得𝑑 = 𝑒ସ.ଽ . 

∴回归方程为：𝑦 = 𝑑 ⋅ 𝑐௫ + 25 = 𝑒ସ.ଽ ⋅ 𝑒ି.଼ + 25 = 𝑒ସ.ଽି.଼ + 25= ， 

即𝑦 = 60 × 0.92௫ + 25.   ……………………………………（8 分） 

（3）当𝑦 = 60时，代入回归方程 中，得 0.92x=


ଵଶ
， 

所以𝑥 = log.ଽଶ


ଵଶ
=

 ି ଵଶ

 .ଽଶ
=

 ି ଷିଶ  ଶ

ି.଼
≈ 7.5. 

∴大约需要放置 7.5 分钟才能达到最佳饮用口感.   ………………………………（12 分） 

 

21. 解析：（1）由题意，

⎩
⎨

⎧
ଶమ


= 3,




=

ଵ

ଶ
,

𝑎ଶ − 𝑏ଶ = 𝑐ଶ,

解得𝑎ଶ = 4，𝑏ଶ = 3， 

所以椭圆的方程为
2 2

1
4 3

x y
  ．   ………………………………………（4 分） 

（2）由（1）得𝐹ଵ(−1,0)，若直线𝑙ଵ的斜率为 0，则𝑙ଶ为𝑥 = −1与直线𝑥 = 1无交点，不满足

条件． 

设直线𝑙ଵ：𝑥 = 𝑚𝑦 − 1，若𝑚 = 0，则𝜆 = 1，则不满足𝑄𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝜆𝑄𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ，所以𝑚 ≠ 0． 

92.0 60
2592.060  x

2592.060  xy
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设𝐴(𝑥ଵ, 𝑦ଵ)，𝐵(𝑥ଶ, 𝑦ଶ)，𝑄(𝑥, 𝑦)， 

由ቊ
3𝑥ଶ + 4𝑦ଶ = 12，

𝑥 = 𝑚𝑦 − 1，
得(3𝑚ଶ + 4)𝑦ଶ − 6𝑚𝑦 − 9 = 0，所以𝑦ଵ + 𝑦ଶ =



ଷమାସ
，𝑦ଵ𝑦ଶ = −

ଽ

ଷమାସ
． 

因为ቊ
𝐴𝐹ଵ
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝜆𝐹ଵ𝐵ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ，

𝑄𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝜆𝑄𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ，
即ቊ

(−1 − 𝑥ଵ, −𝑦ଵ) = 𝜆(𝑥ଶ + 1, 𝑦ଶ)，

(𝑥ଵ − 𝑥, 𝑦ଵ − 𝑦) = 𝜆(𝑥ଶ − 𝑥, 𝑦ଶ − 𝑦)，
 

所以−𝑦ଵ = 𝜆𝑦ଶ，  1 0 2 0y y y y   ， 

所以𝜆 = −
௬భ

௬మ
=

௬భି௬బ

௬మି௬బ
，解得𝑦 =

ଶ௬భ௬మ

௬భା௬మ
= −

ଷ


，则𝑥 = −4，即Q ቀ−4, −

ଷ


ቁ， 

直线𝑙ଶ：𝑥 = −
ଵ


𝑦 − 1，联立൝

𝑥 = −
ଵ


𝑦 − 1，

𝑥 = 1，
解得𝑃(1, −2𝑚). 

∴|𝑃𝑄| = ට5ଶ + ቀ−
ଷ


+ 2𝑚ቁ

ଶ
≥ 5，当且仅当𝑚 =

√

ଶ
或𝑚 = −

√

ଶ
时等号成立， 

∴ PQ 的最小值为 5．   ……………………………………（12 分） 

 

22.解析:（1）由
1

( ) sin ( 1)
1

f x a x x x
x

    


，则𝑓ᇱ(𝑥) = 𝑎cos𝑥 − 1 −
ଵ

(௫ାଵ)మ， 

因为 0 为𝑓(𝑥)的一个极值点，所以𝑓ᇱ(0) = 𝑎 − 2 = 0，所以𝑎 = 2． 

当𝑎 = 2时，𝑓ᇱ(𝑥) = 2cos𝑥 − 1 −
ଵ

(௫ାଵ)మ. 

当−1 < 𝑥 < 0时，因为函数𝑓ᇱ(𝑥)在൫−1，0൯上单调递增， 

所以𝑓ᇱ(𝑥) < 2 − 1 − 1 = 0，即𝑓(𝑥)在൫−1，0൯上单调递减； 

当0 < 𝑥 <
గ

ଶ
时，𝑔(𝑥) = 2cos𝑥 − 1 −

ଵ

(௫ାଵ)మ，则𝑔ᇱ(𝑥) = −2sin𝑥 +
ଶ

(௫ାଵ)య. 

因为函数𝑔ᇱ(𝑥)在ቀ0,
గ

ଶ
ቁ上单调递减，且  0 2 0g    ，𝑔ᇱ ቀ

గ

ଶ
ቁ = −2 +

ଶ

ቀ
ഏ

మ
ାଵቁ

య < 0， 

由零点存在定理，存在𝑥 ∈ ቀ0,
గ

ଶ
ቁ，使得𝑔ᇱ(𝑥) = 0， 

且当𝑥 ∈ (0, 𝑥)时，𝑔ᇱ(𝑥) > 0，即𝑓ᇱ(𝑥)单调递增， 

又因为𝑓ᇱ(0) = 0，所以∀𝑥 ∈ (0, 𝑥)，𝑓ᇱ(𝑥) > 0，𝑓(𝑥)在(0, 𝑥)上单调递增；. 

综上所述，𝑓(𝑥)在(−1,0)上单调递减，在(0, 𝑥)上单调递增， 

所以 0 为𝑓(𝑥)的一个极值点，故𝑎 = 2.   ……………………………………（4 分） 

（2）①当−1 < 𝑥 ≤ 0时，𝑓ᇱ(𝑥) ≤ 2 − 1 − 1 = 0，所以𝑓(𝑥)单调递减， 

所以对∀𝑥 ∈ −1，0），有𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(0) = 1，此时函数𝑓(𝑥)无零点； 

当0 < 𝑥 <
గ

ଶ
时，设𝑔(𝑥) = 2𝑐𝑜𝑠𝑥 − 1 −

ଵ

(௫ାଵ)మ，则𝑔ᇱ(𝑥) = −2𝑠𝑖𝑛𝑥 +
ଶ

(௫ାଵ)య. 

因为函数𝑔ᇱ(𝑥)在ቀ0,
గ

ଶ
ቁ上单调递减，且  0 2 0g    ，𝑔ᇱ ቀ

గ

ଶ
ቁ = −2 +

ଶ

ቀ
ഏ

మ
ାଵቁ

య < 0， 

由零点存在定理，存在𝑥 ∈ ቀ0,
గ

ଶ
ቁ，使得𝑔ᇱ(𝑥) = 0， 
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且当𝑥 ∈ (0, 𝑥)时，𝑔ᇱ(𝑥) > 0，即𝑓ᇱ(𝑥)单调递增， 

当𝑥 ∈ ቀ𝑥,
గ

ଶ
ቁ时，𝑔ᇱ(𝑥) < 0，即𝑓ᇱ(𝑥)单调递减． 

又因为𝑓ᇱ(0) = 0，所以∀𝑥 ∈ (0, 𝑥)，𝑓ᇱ(𝑥) > 0，𝑓(𝑥)在(0, 𝑥)上单调递增； 

因为𝑓ᇱ(𝑥) > 0，𝑓ᇱ ቀ
గ

ଶ
ቁ = −1 −

ଵ

ቀ
ഏ

మ
ାଵቁ

మ < 0，所以存在𝑥ଵ ∈ ቀ𝑥,
గ

ଶ
ቁ， 

当𝑥 ∈ (𝑥, 𝑥ଵ)时，𝑓ᇱ(𝑥) > 0，𝑓(𝑥)单调递增，当𝑥 ∈ ቀ𝑥ଵ,
గ

ଶ
ቁ时，𝑓ᇱ(𝑥) < 0，𝑓(𝑥)单调递减． 

所以，当𝑥 ∈ (0, 𝑥ଵ)时，𝑓(𝑥)单调递增，𝑓(𝑥) > 𝑓(0) = 1； 

当𝑥 ∈ ቀ𝑥ଵ,
గ

ଶ
ቁ时，𝑓(𝑥)单调递减，𝑓(𝑥) > 𝑓 ቀ

గ

ଶ
ቁ = 2 −

గ

ଶ
+

ଵ
ഏ

మ
ାଵ

> 0， 

此时𝑓(𝑥)在ቀ0,
గ

ଶ
ቁ上无零点；  

当𝑥 ∈ ቀ
గ

ଶ
, 𝜋ቁ时，𝑓ᇱ(𝑥) = 2cos𝑥 − 1 −

ଵ

(௫ାଵ)మ
< 0，所以𝑓(𝑥)在ቀ

గ

ଶ
, 𝜋ቁ单减， 

又𝑓 ቀ
గ

ଶ
ቁ > 0，𝑓(𝜋) = 0 − 𝜋 +

ଵ

గାଵ
< 0， 

由零点存在定理，函数𝑓(𝑥)在ቀ
గ

ଶ
, 𝜋ቁ上存在唯一零点； 

当𝑥 ≥ 𝜋时，𝑓(𝑥) = 2sin𝑥 − 𝑥 +
ଵ

௫ାଵ
< 2 − 𝜋 + 1 < 0，此时函数无零点； 

综上所述，𝑓(𝑥)在区间  1,  上存在唯一零点．   ………………………………（8 分） 

②因为𝑓ᇱ ቀ
గ

ସ
ቁ = √2 − 1 −

ଵ

ቀ
ഏ

ర
ାଵቁ

మ > 0，由（1）中𝑓(𝑥)在ቀ0,
గ

ଶ
ቁ上的单调性分析，知𝑥ଵ >

గ

ସ
， 

所以𝑓(𝑥)在
π

0,
4

 
 
 

单增，所以对∀𝑥 ∈ ቀ0,
గ

ସ
ቁ，有𝑓(𝑥) > 𝑓(0) = 1， 

即2𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑥 +
ଵ

௫ାଵ
> 1，所以 sinx>

ଵ

ଶ
ቀ𝑥 + 1 −

ଵ

௫ାଵ
ቁ． 

令𝑥 =
ଵ

మ
(𝑘 ≥ 2)，则 sin

ଵ

మ
>

ଵ

ଶ
ቀ

ଵ

మ
+

ଵ

మାଵ
ቁ >

ଵ

మାଵ
>

ଵ

మା
=

ଵ


−

ଵ

ାଵ
， 

所以∑ sin
ଵ

మ
> ቀ

ଵ

ଶ
−

ଵ

ଷ
ቁ ቀ

ଵ

ଷ
−

ଵ

ସ
ቁ ቀ

ଵ


−

ଵ

ାଵ
ቁ =

ଵ

ଶ
−

ଵ

ାଵ


ୀଶ . 

设ℎ(𝑥) = sin 𝑥 − 𝑥，
1

0,
4

x
   

，则ℎᇱ(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 − 1 < 0， 

所以函数ℎ(𝑥) = sin 𝑥 − 𝑥在
1

0,
4

x
   

上单调递减， 

则ℎ(𝑥) = sin 𝑥 − 𝑥 < ℎ(0) = 0，即𝑠𝑖𝑛 𝑥 < 𝑥，
1

0,
4

x
   

， 

所以 2 2

1 1 1 1 1
sin

( 1) 1k k k k k k
   

 
，  

所以 2
2

1 1 1 1 1 1 1
sin 1 1 1

2 2 3 1

n

k k n n n

                        
  ， 
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所以 2
2

1 1 1
sin 1

2 1

n

kn k

  
  . ……………………………………（12 分） 


