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第 一 试 

一

、填空题(每小题8分，共64分) 

1．已知正数数列{a }满足 a ≥20 +1， 

且 Ⅱ <2” 对 n∈ z+恒成立．则 0l的取值 

范围是— — ． 

2·已知函数 )=1。gz 乏+c。s ．若 
)=10， )=一1O，贝0 +／3=— — ． 

3．已知双曲线 一 =1(n、b>0)的左、 

右焦点分别为F。(一c，0)、F：(C，0)，离心率为 

2．若直线Y=2( 一c)与双曲线交于点 4、B， 

△AF 、△ BF 的内心分别为 ，1、，2，且 

I，1 l=2,／3，则 n的值为一  

4．已知-厂( )为定义在 R上的奇函数，当 

戈≤O时， 

= } + sin {+l +吾sin }一2sin ， 
其中， ∈(一兀，兀)．若对任意实数 戈，均有 

) 十2)，则 的取值范围是— — ． 

5．从集合 {1，2，⋯，105}中任取一个元 

素 0，使得 +aN,+6a=0只有整数解的概率 

为— — ． 

6．三棱锥 P—ABC中，三个侧面与底面 

所成角相等，三个侧面的面积分别为 3、4、5， 

且底面面积为6．则三棱锥P—ABC的外接球 

的表面积为 

7．已知点 P(4，2)，过点 P的直线 Z与 

轴、Y轴的正半轴分别交于A、B两点，0为坐 

标原点．则△AOB周长的最小值为— ． 

8．李老师为学生购买纪念品，商店中有 

书签、明信片、笔记本、签字笔四种类型纪念 

品各 10件(每种类型纪念品完全相同)，李 

老师计划购买 25件纪念品，且每种纪念品至 

少购买一件．则共有— — 种不同的购买方 

案(用数字作答)． 

二、解答题(共56分) 

9．(16分)若二次函数 

．
厂( )=n 2+6 +c(n、b、c>0) 

有零点，求minf ， ， l的最大值． 1 0 0 c I 

，

2 

10．(20分)已知椭圆 厂： +Y ：1的 

左、右焦点分别为 F 、 ，过点(1，0)的两条 

互相垂直的动直线的一端分别与椭圆 厂交 

于P、Q两点．当 +P 与QF +QF2垂直 

时，求直线 Pp的斜率． 

11．(20分)已知非零复数 、Y满足 

Y2( 2一xy+Y2)+ 3( 一 )=O． 

求∑∑ 18mny一 的值 

加 试 

一

、(40分)如图1，在锐角△ABC中，AC 

>AB，H、，分别为△ ABC的垂心、内心．o0 

为△ABC的外接圆， 为弧BAC的中点，K为 

o0上一点，且 AKH=90。， 与MI的交 
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点Ⅳ在o0上．证明： IKH= INH． 

V ＼ ～  
‘

＼ ／ ／ 

1 

二、(40分)设 a。，a2，⋯，a (k∈Z+)均 

为大于 1的整数，且满足 

(a !)(a2 1)⋯(a !)l 2 017 1． 

当k变化时，求∑n 的最大值． 

三、(5O分)已知格点集 

U={( ，Y)10≤ 、y~<23， 、Y∈Z}． 

现用长为 1且以格点为端点的线段顺 

次连接集合 中的格点，得到一条折线．是 

否存在一种连接方法，使得折线从原点出发， 

且恰经过集合 中每个格点一次后 回到原 

点? 

四、(50分)设 P( )是最高次项系数为 

1的整系数多项式，且对任意的整数 n，P(n) 

均为完全平方数．证 明：存在整系数多项式 

Q( )，使得 e(x)=Q ( )． 

参 考 答 案 
第 一 试 

一

、1．(0，3]． 

由a +1+1 I>2(a +1) 

a +1≥(a1+1)2 ． 

故(a1+1)2 一 一1≤0 <2 

a1+一< ：4+ 

a1+1≤4 

0<a1≤3． 

2．5． 

易知，f(x)定义域为(一∞，2)u(3，+∞)． 

~Uf(5一 )=l。g +c。s(5一 )兀 

=-f( 、． 

故 )关于点( 5，0)中心对称． 
又当 >3时， 

f(x)_1og2(1_ )+c。s 
于是， )在区间(3，4)上单调递增，且 

4)=0． 

f13 log2(1一 )的单调性，知当 >4 1~J"， 
f(x)>log2 一1=_2． 

从而，JE；∈(3，4)且是唯一的． 

类似地，Ol也是唯一的． 

因此，Ot+ =÷×2=5． 

3．2． 

易知，，1，2垂直于 轴且垂足为右顶点． 

在梯形 IlI2SQ中，有 

n QIlI2 砉’ 

故 2a=I，1，2 l sin QIlI2=2 × =4 
√ 

= a=2． 

4．[0，詈】U【 ， )． 
由厂( )为 R上奇函数，知厂(0)=0，即 

2 I sin O／l一2sin =0 

= sin OtI>0． 

当 ≤0时， 

) 

一  一 铺 n ， ≤ 一 sin ； 

． 3 ． 1 ． 
一

sln 0[， 一 sln Ot< <一-ys1n ； 
一  

， 一吉sin ≤Q 
由对称性可作出函数图像，如图2． 
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＼ 八＼ ⋯ ／1_ ／： ：＼2sin 
＼_／ ＼

． 

图 2 

要使得对任意的 ∈R，均有 

／．( )≥气厂( +2)， 

即将 )向左平移两个单位后不在f( )的 

上方． 

则 2sin OL一(一2sin 0c)≤2 

j sin ≤丢． 

综上， ∈[o，詈】u[ ， )． 
5． ． 

设方程 +ax+6a：0的整数解为 m、n 

(m≤ )．由韦达定理得 

，n+17,= 一a．mn=6a 

： mr$=一6(m+n) 

=  (m+6)( +6)=36． 

由 36=1×36=2×18 

= 3×12=4×9=6×6． 

知满足 m≤n的解( ， )为 

(-42，一7)、(一24，一8)、(一18，一9)、 

(一15，一10)、(一12，一12)、(一5，30)、 

(一4，12)、(一3，6)、(一2，3)、(0，0)， 

对应的a=一(m+n)的值为 49、32、27、25、 

24、一25、一8、一3、一1、0． 

故满足a∈{1，2，⋯，105}的有5个． 

因此，所求概率为志= ． 
6． ． 

设侧面与底面所成的角均为 0．由面积 

射影定理知 

COS = = 
1 

= 60。． 

易知，P在底面上的射影恰为△ABC的 

内心，记为 

由于三个侧面的面积分别为 3、4、5，于 

是，△ABC的三边之比为3：4：5． 

注意到，由△ABC的面积为6，知△ABC 

的内切圆半径为 1． 

从而，三棱锥 P—ABC的高为 ． 

设三棱锥 P—ABC的外接球球心为 0、 

半径为 R．由△ ABC是边长为 3、4、5的直角 

三角形，知△ABC内心 ，与外心 0 的距离为 

． 由于球心在三棱锥 P—ABC的外面，构 

造直角三角形易得 

( + 一莩)2+( ) =尺 
R ：7 9

． 

故外接球的表面积S：47rRz： ． 

7．20． 

如图3，作△AOB的旁切圆o0 与直线 

Z切于点 

3 

于是 ，IBKI=IBNI，lAMI=IAKI． 

设圆心0 (m，m)．则△AOB周长为 

I D I+ l DⅣ l=2 I D I=2m． 

若使点 P满足条件，只需点 P(4，2)不 

在o0，内部，即 

l 01P l≥m 

(4一m) +(2一m) ≥m 
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m≤2(舍)或 m≥10． 

当 m=10时，△ AOB周长的最小值为 

2o．此时，直线 Z方程为 3 +4y一20=0，P为 

切点． 

8．592． 

只需计算-厂 

的系数． 

注意到， 

fi x)=f∑ 
、 = l 

：  (1—4 

( )=( + +⋯ + m) 中 

· 

。 + 加
一 4x加+ )∑c +， ． 

故 巧的系数为 c 一4c +6C =592． 

二、9．不妨取 b=2． 

由二次函数 )=似 + +c有零点，知 

ac≤ 1． 

in{ ，半0， C) l 0 J 
． r2 4-C c 4-a a 4-21 

rainI—a—，丁 ，—c—f J 
注意到，a与c对称，不妨设 a≤c． 

于是，o< ，且 ≥孚 
故 ．『2 4-c c．4-a a 4-21 
— 1一a，丁 ，一c} I Z l 

-min{ ，孚)． 
进而，当c≥2时， 

1 ，、 

min{ ， 孚≤ =寻． 
当a≤c<2时， 

min{ ， )= ， 
此时，5 o<。≤ 1

，则 

C + a 2+丢5 + ) 
丁 <丁  

若号<。≤1，则 

C + 

2 ≤ 

1 
0 + 一  

0 

2 

5 
< ’ 

综上，当a：b：C=1：4：4或4：4：1时，所 

求的最大值为手． 
10．由 + 与 + 垂直得 

DP一_OQ． 

又cP上 CQ，则 为Rt△POQ、Rt△PCQ 

的公共斜边．故线段 PQ的中点到点 0、C的 

距离相等，即线段 PQ中点的横坐标为 ． 

设直线 尸Q的方程为 Y=kx+b． 

代入椭圆方程得 

(1+2k ) +4kbx+2b 一2=O． 

设 P( ，Y )，Q( ，Y2)．则 

4kb 2b 一2 

+ 一 ， i 

又 l十 2=1，于是， 

1+2 =一4kb． 

故 y1 k 1 2+kb(x1+ 2)+b 

2 k2b2_2k2
+kb+6 ． 

1+2 

① 

因为X13f2+ylY2=O，所以， 

堡 +2一k一2b—2_—2 k2+硒+6 ：0 
1+2 1+2 

= 4 。6 +2k。b一2k +3b 4-kb一2=0．② 

由式①、②消去 b得 
一 20k 一20k 4-3：0 

= k= ± 10 

11．将已知等式两边同除以 ， 

( ) 一( ) +( ) 一( )+ =。． 
令 = ，则 
Y 

ccJ 一 + 一c￡，+1=0 ∞ 一 十 一 十l 

5
= 一 1 加=( ) =1． 

于是， 为 1的五次单位根． 

令 = Y = ㈣ 9(∞2 ) 仍为1 
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线端点的颜色顺序为：白黑白黑⋯白． 

将集合 中纵坐标为0、1、2、7、8、9、14、 

15、16、21、22、23的点划归 组，其余点划归 

组．显然，每条折线段的两个端点所在组分 

别为AB、BA、BB． 

由于 、B两组方格数相同，若能实现题 

中要求的连线方程，折线两个端点只能为AB 

或 BA．这条折线上每条线端点的分组顺序为 
⋯  

． 

从而，同组格点的颜色应该相同，这是不 

可能的． 

因此，题中要求的连线过程无法实现． 

四、当P( )为常数时，结论成立． 

当 P( )不为常数时，对任意整数 ， 

P(n)>10，则 P( )的最高次数一定为偶数． 
2m m 

设P( )=∑ai i，Q( )=∑bi i，满足 
0 L=0 

m
、——

-  k 

n2 =1，口 + = bm
- ib +f( =o，⋯，，n一1)． 

易解出b ，b 一 一，b。且均为有理数． 

从而，存在 ，使得 MQ( )的系数均为 

整数． 

记 R(x)=M2P( )一M2Q ( )． 

则 ( )的次数小于 m． 

故存在正整数 Ⅳ，使得当n>N时， 

IR(n)l< ，MQ(n)> ， 

且 I √P( )一MQ(n)I 

： — —  
L <1

． 

M ~／P( )+MQ(n) 

由已知M,／-P-~n)一加 (n)为整数，则必有 

Me'p-(n)一MQ(n)=0． 

于是，当 n>N时， 

~／P( )=q(n)，P(n)=q (n)． 

从而，P( )一Q ( )=0有无穷多个实 

根，即P( )：q ( )恒成立． 

又 P( )为整系数的，q( )为有理系数 

的，因此，Q( )也为整系数的． 

(命题组 提供) 
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