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七校联合体 2021 届高三第三次联考试卷（5 月） 数学 参考答案

1．【答案】C【详解】因为  2+ 1 2i i i   ，所以虚部为 2.

2．【答案】D【详解】  , 1,A R B   ,  1,A B    .

3．【答案】B【详解】由题得 =300 =10 ， ，所以 300-20 300 20) (280 320) 0.9545P P（         ，

所以
1 0.9545( 320) 0.023

2
P x 

   ，所以求用电量在 320 度以上的居民户数为 1000×0.023=23.

4．【答案】C【详解】因为函数    2 2 ln | |x xf x x  定义域为    ,0 0,   ，且    f x f x  ，

所以函数    2 2 ln | |x xf x x  为偶函数，其图象关于 y轴对称，排除 D；

又因为  1 0f  ，可排除 B；    1 0f e f  ，可排除 A．

5．【答案】D【详解】由题意可得：  23 3 3 3, 1a b a b     ，则：

 1 1 1 1 2 2 2 4b a b aa b
a b a b a b a b

            
 

，当且仅当
1
2

a b  时等号成立，

综上可得：
1 1
a b
 的最小值是 4.

6.【答案】A【详解】记取到的四味药刚好组成“四君子汤”或“四物汤”为事件M .依题得   4
8

2 1
C 35

P M   .

7．【答案】A【解析】设 ]1,0[,  ABPC

))(( CBPCBACBPCABPA 

))()1(( ADABADAB  

ADABADAB  )21()(
222  4)21(416)( 2   82416 2   ]1,0[

则 PA PB
 

的取值范围是[−1,8]

8．【答案】B【详解】令    
sin
f x

h x
x

 ，∵  f x 是定义在 ,0 0,
2 2
        

   
上的奇函数，

∴    
sin
f x

h x
x

 是定义在 ,0 0,
2 2
        

   
上的偶函数．

当 0,
2

x   
 

时， sin 0x  ，由     cos 0
sin

xf x f x
x

   ，得    sin cos 0f x x f x x     ，
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∴      
2

sin cos
0

sin
f x x f x x

h x
x

   
   ，则  h x 在 0,

2
 

 
 

上单调递减．

将   2 3 sin
3 3

f x f x   
 

化为
  3

sin sin
3

ff x
x





 
 
  ，即  

3
h x h    

 
，则

3 2
x 

  ．

又    
sin
f x

h x
x

 是定义在 ,0 0,
2 2
        

   
上的偶函数．

∴  h x 在 ,0
2
  

 
上单调递增，且

3 3
h h        
   

．

当 ,0
2

x    
 

时， sin 0x  ，将   2 3 sin
3 3

f x f x   
 

化为
  3

sin sin
3





 
 
 
ff x

x
，

即  
3 3

h x h h         
   

，则 0
3

x
   ．

综上，所求不等式的解集为 ,0 ,
3 3 2
         

   
．

9．【答案】AD【详解】对 A：若m  ， //  ，则m  ，又 n  ，所以 //m n，故正确；

对 B：若  ，  ，则 与  可能平行，也可能相交，故错误；

对 C：若 //m  ， n// ， ,m n  ，由于没有强调m与n相交，故不能推出 //  ，故错误；

对 D：若n ， n  ，根据面面垂直的判定定理，可得  ，故正确.

10．【答案】BD【详解】由函数的图象可得 2A  ，周期
π π4 π
3 12

T     
 

，所以
2π 2π 2

πT
    ，

当
π
12

x  时，函数取得最大值，即
π π2sin 2 2
12 12

f          
   

，

所以  π π2 2 π
12 2

    k k Z ，则
π2 π
3

k   ，又
π
2

  ，得
π
3

  ，故函数   π2sin 2
3

f x x   
 

.

对于 A， 2sin 0
3 3

f           
   

，故 A 不正确；
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对于 B，当
5π
12

x   时，
5π 5π π π2sin 2 2sin 2
12 12 3 2

                  
     
f ，

即直线
5π
12

x   是函数  f x 的一条对称轴，故 B 正确；

对于 C，当
2
3 6

x 
    时， 2 0

3
x     ，∴函数  f x 在区间

2 ,
3 6
     

不单调，故 C错误；

对于 D，将  f x 的图象向右平移
π
6
个单位后，得

π π2sin 2 2 2sin 2
6 3

      
 

y x x的图象，即 D 正确.

11．【答案】BCD【详解】当 2PF x 轴时，
2

2 1 2
1
2

bPF c FF
a

   ，此时 1 2
1tan
2

PFF  ，所以 A 错误；

∵
2

1 2
2bF F
a

 ，∴
2 2 22 2 22 b c ac
a a


  ，整理得 2 1 0e e   （ e为双曲线的离心率），

∵ 1e  ，∴
1 5
2

e 
 ，所以 B正确.

设 1 2PF F△ 的内切圆半径为 r，由双曲线的定义得 1 2 2PF PF a  ， 1 2 2FF c ，

1 1
1
2IPFS PF r △ ，

2 2
1
2PFS PF r △ ，

1 2

1 2
2F FS cr cr  △ ，

∵ 1 2 1 2IPF IPF IF FS S Sl= +△ △ △ ，∴ 1 2
1 1
2 2
PF r PF r cr    ，

故
1 2 1 5 1
2 21 5

2

PF PF a
c c


 

   
 ，所以 C 正确.

设内切圆与 1PF 、 2PF 、 1 2F F 的切点分别为 M、N、T，可得 1 1| | | |PM PN FM FT   ， 2 2F N F T .

由 1 2 1 2 1 2 2PF PF FM F N FT F T a      ， 1 2 1 2 2FF FT F T c   ，

可得 2F T c a  ，可得 T的坐标为  ,0a ，即Ⅰ的横坐标为 a，故 D正确；

12．【答案】ACD【详解】设直线 : ( 1)n nl y k x  ，联立 2 22 0x nx y   ，得    2 2 2 21 2 2 0n n nk x k n x k     ，

则由 0  ，即    22 2 22 2 4 1 0n n nk n k k      ，得
2 1n
nk
n




（负值舍去）

所以可得 21 1
n

n
n

n k nx
k n


 
 

，   2 11
1n n n

n ny k x
n


  


，所以 A 对，B错；

因为
12

1
1
1







nx
x

n

n ，
12
12

2
12







n
n

n
n
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所以
n
nxxxx n 2

12
6
5

4
3

2
1

12531


  

12
12

7
5

5
3

3
1





n
n

12
1



n

，故 C对；

因为
11

2 1 1
n n

n n

x x
y n x


 

 
，令 ( ) 2 sinf x x x  ， ( ) 1 2 cosf x x  .

可得  f x 在 0,
4
 

 
 

上递减，可知 2 sinx x 在 0,
4
 

 
 

上恒成立.

又
1 1

2 1 3 4n


 


. 所以
1 12 sin

2 1 2 1n n


 
成立. 故 D正确.

13．【答案】 2 【详解】令 0x  得： 01 a ，令 1x  得： 0 71 21 ...a a a a     ， 71 2 ... 2a a a      .

14.【答案】1【详解】因为 | | | | 
  
OP OQ QP ，表示两点间的距离，

又因为 ,P Q分别是圆 2 2: ( 2) ( 1) 1C x y    及直线 : 3 4 0l x y  上的动点，

所以 | | | | 
  
OP OQ QP 的最小值为圆心到直线的距离减半径，圆心到直线的距离

10
2

5
d  

所以圆上的点到直线的最小值为 1d r  所以 | |OP OQ
 

最小值为 1

15. 【答案】12【详解】由题设，如图： 7, 10, 1AB BD CE DF    ，且 ACB ACF BCF    ，

∴
tan tantan tan( )
1 tan tan

ACF BCFACB ACF BCF
ACF BCF

  
    

   
，

若设DE CF x  米，则
16 9tan , tanAF BFACF BCF

CF x CF x
      ，

∴

2

7
7tan 144 1441

xACB
x

x x

  
 

，而 0x  ，

∴

7 7 7tan 144 241442
ACB

x xx x

   
 

当且仅当 12x  时等号成立.

∴由题意， [0, )
2

ACB 
  最大时，有

7tan
24

ACB  ，此时人的脚到 D 点的距离

为 12 米.

16. 【答案】6 ， 5 【详解】(1)．因为 CD=1,则 PD=2  0 3CD x x  

∵ AB 平面 PAD，∴ AB PD ，又 PD AC ，∴PD 平面 ABCD，
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则四棱锥 P ABCD 可补形成一个长方体，球O的球心为 PB的中点，

从而球O的表面积为  6)
2

211(4 2
222




.

(2)．设  0 3CD x x   ，则 PD=3-x,四棱锥P ABCD 的体积    21 3 0 3
3

V x x x     ，

则 2 2V x x    ，当0 2x  时， 0V   ；当 2 3x  时， 0V   .

故  max 2V V ，此时 2AD CD  ， 1PD  .

过D作DH PC⊥ 于H ，连接 AH ，则 AHD 为二面角 A PC D  的平面角.

∵
1 2 2 5

55
DH 

  ，∴ tan 5ADAHD
DH

   .

17．【答案】条件性选择见解析，
3
2

【详解】选①，由正弦定理得 sin sin sin cos
6

A B B A    
 

，因为0 B   ，所以 sin 0B  ，

所以 sin cos
6

A A    
 

，化简得
3 1sin cos sin
2 2

A A A  ，所以 cos 0
6

A    
 

，

因为0 A   ，所以
3

A 
 ， ……5 分

因为
2 2 2 22 cos =( ) 2 2 cos , 6, 2 3

3 3
a b c bc b c bc bc a b c 

         ，

所以 2bc  ， ……8 分

所以
1 1 3sin 2 sin
2 2 3 2ABCS bc A 

      ； ……10 分

选②因为    1 2cos cos cos cosC B C B C B     ，

所以      1 cos cos 2cos cos 1 2cos 1 2cos 0C B C B C B C B A           ，所以
1cos
2

A  ，

因为C为三角形的内角，所以
3

A 
 ， ……5 分

因为
2 2 2 22 cos ( ) 2 2 cos , 6, 2 3

3 3
a b c bc b c bc bc a b c 

          ，

所以 2bc  ， ……8 分

所以
1 1 3sin 2 sin
2 2 3 2ABCS bc A 

      ； ……10 分
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选③因为
2 tan

tan tan
B b

A B c



，所以由正弦定理可得:

2 tan sin
tan tan sin

B B
A B C




，

可得

sin2 sincos
sin sin sin
cos cos

B
BB

A B C
A B





，

可得

2sin 2sin
2sin cos sincos cos

sin cos sin cos sin sin sin
cos cos cos cos

B B
B A BB B

A B B A C C C
A B A B

  
 ，

因为 sin 0,sin 0B C  ，所以解得
1cos
2

A  ，因为  0,A  ，所以
3

A 
 ， ……5 分

因为
2 2 2 22 cos ( ) 2 2 cos , 6, 2 3

3 3
a b c bc b c bc bc a b c 

          ，

所以 2bc  ， ……8 分

所以
1 1 3sin 2 sin
2 2 3 2ABCS bc A 

      . ……10 分

18．【答案】（1）表格见解析，有；（2）2.

【详解】（1）由题意得列联表如下：

……2 分

2K 的观测值
21200 (250 400 150 400) 16.783

400 800 650 550
k    
 

  
， ……4 分

因为16.783 6.635 ，所以有99%的把握认为居民对数字人民币的了解程度与性别有关. ……5 分

（2）由题意知，分层抽样抽取的 10 人中，男性 6人，女性 4 人，

随机变量的所有可能取值为 0，1，2，3，

其中

0 3
6

1

4
3

0

( 0) n

n

C CP
C

 



  ，

1 2
6 4
3
10

( 1) n

n

C CP
C

 



  ，

2 1
6 4
3
10

( 2) n

n

C CP
C

 



  ，

3
6

3
10

( 3) n

n

CP
C

 



  ，

所以随机变量的分布列为

不太了解 比较了解 总计

男性 250 400 650

女性 150 400 550

总计 400 800 1200
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……9 分

0 3 1 2 2 1 3
6 4 6 4 6 4 6
3 3 3 3
10 10 10 10

( ) 0 1 2 3 2n n n n

n n n n

C C C C C C CE
C C C C

    

   

        ，
1 2 2 1 3 3

6 4 6 4 6 101 2 3 2n n n nC C C C C C        ，

可得，
1 16( 6) 4( 6)( 5) ( 6)( 5)( 4) ( 10)( 9)( 8)
2 3

n n n n n n n n n           ，

 23( 6) 17 72 2( 10)( 9)( 8)n n n n n n      ，    3 6 2 10n n   ，得 2n  ，

∴ n的最小值为 2. ……12 分

19．【答案】（Ⅰ） 1na n  （Ⅱ） 1  

【解析】（1）由已知，    1 1 1n n n nS S S S     （ 2n  ，
*nN ），

即 1 1n na a   （ 2n  ，
*nN ），且 2 1 1a a  ．

∴数列 na 是以 1 2a  为首项，公差为 1 的等差数列．∴ 1na n  ． ……5 分

（2）∵ 1na n  ，∴
1 14 ( 1) 2n n n

nb      ，要使 nn bb 1 恒成立，

∴     11 2 1
1 4 4 1 2 1 2 0n nn n n n

n nb b    
           恒成立， ……7 分

∴   1 13 4 3 1 2 0nn n       恒成立，

∴   1 11 2n n   恒成立． ……9 分

（ⅰ）当 n为奇数时，即
12n  恒成立，当且仅当 1n  时，

12n 有最小值为 1，∴ 1  ．

（ⅱ）当 n为偶数时，即
12n   恒成立，当且仅当 2n  时，

12n 有最大值 2 ，∴ 2   ．

即 2 1   ，又 为非零整数，则 1   ．

综上所述，存在 1   ，使得对任意
*nN ，都有 1n nb b  ． ……12 分

20．【答案】（Ⅰ）证明见解析；（Ⅱ）
3
4

．

【详解】（Ⅰ）延长 AD， BE， CF相交于一点K，如图所示．

因为平面 BCFE 平面 ABC，且 AC BC ， AC 平面 ABC，

平面 BCFE平面 ABC BC ，所以 AC 平面 BCK ，

因为 BF 平面 BCK ，因此 BF AC ．

 0 1 2 3

P
0 3
6 4
3
10

n

n

C C
C




1 2
6 4
3
10

n

n

C C
C




2 1
6 4
3
10

n

n

C C
C




3
6

3
10

n

n

C
C







试卷第 8页，总 12页

由三棱台 ABC DEF 可得四边形BCFE为梯形，

而 1BE EF FC   ， 2BC  ，

故四边形 BCFE为梯形为等腰梯形，如图，过 ,E F作 BC的垂线，垂足

分别为 ,M N，则
1
2

BM CN  ，故 60EBM FCN    .

所以 BCK 为等边三角形，因为 F 为CK 的中点，则 BF CK ．

而CK AC C  ，所以BF 平面 ACFD．

……5 分

（Ⅱ）方法一：如图，延长 AD， BE ， CF 相交于一点K，由（Ⅰ）得 BCK 为等边三角形．

取 BC的中点O，则KO BC ，又平面 BCFE 平面 ABC，所以KO 平面 ABC．

以点O为原点，分别以射线OB， OK的方向为 x， z的正方向，建立空间直角坐标系Oxyz．

由题意得  1,0,0B ，  1,0, 0C  ，  0,0, 3K ，

 1, 3,0A   ，
1 3,0,
2 2

E
 
  
 

,
1 3,0,
2 2

F
 
  
 

． ……6 分

因此，  0,3,0AC 


，  1,3, 3AK 


，  2,3,0AB 


．

设平面 ACK的法向量为  1 1 1, ,m x y z


，

由
0
 

0
AC m
AK m

  


 

 
  ，得

1

1 1 1

3 0
 

3 3 0

y

x y z




  
，取  3,0, 1m  


； ……8 分

平面 ABK 的法向量为  2 2 2, ,n x y z


．

由
0
 

0
AB n
AK n

  


 

 
  ，得

2 2

2 2 2

2 3 0
 

3 3 0

x y

x y z

 


  
，取  3, 2, 3n  


． ……10 分

于是，
3cos ,
4

m nm n
m n


   


  
  ． ……11 分

所以，二面角 B AD F  的平面角的余弦值为
3
4

． ……12 分

方法二：过点 F 作FQ AK 于 Q，连结 BQ．

因为 BF 平面 ACK， AK 平面 ACK，所以BF AK ，而 BF FQ F ，

则 AK 平面 BQF ，而 BQ 平面 BQF ，所以 BQ AK ．
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所以 BQF 是二面角 B AD F  的平面角． ……8 分

因为 AC 平面 BCK ，CK 平面 BCK ，故 AC CK ，

在Rt ACK△ 中， 3AC  ， 2CK  ，故 13AK  ，

所以
3sin
13

AKC  ，得
31 sin
13

FQ AKC    ． ……10 分

在Rt BQF△ 中，
3 13
13

FQ  ， 3BF  ，得
3cos
4

BQF  ．

所以二面角 B AD F  的平面角的余弦值为
3
4

． ……12 分

21．【答案】（1） 2a e ；（2） 3 .

【详解】（1）由题意，函数 ( )y f x 的定义域为 (0, ) ，
1( )f x a
x

   ，

当 0a  时，
1( ) 0f x a
x

    ，函数 ( )y f x 在区间 (0, ) 上单调递增，

此时，函数 ( )y f x 在定义域上无最大值； ……1 分

当 0a  时，令
1( ) 0f x a
x

¢ = - = ，得
1x
a

 ，

由 ( ) 0f x  ，得
10,x
a

  
 

，由 ( ) 0f x  ，得
1 ,x
a

   
 

，

此时，函数 ( )y f x 的单调递增区间为
10,
a

 
 
 

，单调减区间为
1 ,
a

  
 

.

所以函数 max 2
1 1 1( ) ( ) ln 1 1

e
f x f x f a

a a
        
 极大值 ，即 2ea 为所求； ……4 分

（3）只需 ( 2)e lnxb x x x    对任意的 )1,
2
1(x 恒成立即可.

构造函数 ( ) ( 2)e lnxg x x x x    ，

1 1( ) ( 1)e 1 ( 1) ex xg x x x
x x

         
 

，

∵ )1,
2
1(x ，∴ 1 0x   ，且

x
ext x 1)(  单调递增， ……6 分

∵ 01)1(,02)
2
1( 2

1

 etet ，
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∴一定存在唯一的 )1,
2
1(0 x ，使得 0)( 0 xt ，即 00

0

ln,10 xx
x

e x  ， ……7 分

且当 02
1 xx  时，

( ) 0t x  ，即 ( ) 0g x  ；当 0 1x x  时， ( ) 0t x  ，即 ( ) 0g x  .

所以，函数 )(xgy  在区间 ),
2
1( 0x 上单调递增，在区间 )1,( 0x 上单调递减，

∴     0
max 0 0 0 0 0

0

1( ) 2 e ln 1 2xg x g x x x x x
x

 
        

 
， ……9 分

∵ )1,
2
1(x ，∴ )1(21

0
0 x
xy  在 )1,

2
1( 上单调递增，

∴ )3,4()1(21
0

0 
x

x ，则 3b ，

因此 b 的最小整数值为 3 . ……12 分

22．【答案】（1）
2 2

1
4 2
x y

  ；（2） 6 ；（3）证明见解析.

【详解】（1）因为  2,0A  ，所以 2a  因为两个焦点与短轴一个顶点构成等腰直角三角形，所以b c ,

又 2 2 2b c a  , 所以 2b c  ，

所以椭圆方程为
2 2

1
4 2
x y

  . ……3 分

（2）方法一：设  ,m mM x y , 1
m

MP
m

yk
x


 ， =

2
m

AM
m

yk
x 

, 1AM MPk k   ,

2 2

1
1 2

{  
1

4 2

m m

m m

m m

y y
x x
x y

  
 

 
,

0
{  

2
m

m

x

y



 
，

2
{  

0
m

m

x
y
 


（舍） 所以 = 6AM . ……6 分

方法二：设  ,m mM x y ，因为 AM与MN垂直，所以点M 在以 AP为直径的圆上，

又以 AP为直径的圆的圆心为
1 ,0
2

  
 

，半径为
3
2
，方程为

2
21 9

2 4
x y    

 
,

2
2

2 2

1 9
2 4{  

1
4 2

m m

m m

x y

x y

    
 

 

，
0

{  
2

m

m

x

y



 
，

2
{  

0
m

m

x
y
 


（舍） 所以 = 6AM ……6 分
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方法三：设直线 AM的斜率为 k，  : 2AMl y k x  ，其中 0k 

 
2 2

2
{  

1
4 2

y k x
x y
 

 
化简得  2 2 2 21 2 8 8 4 0k x k x k    

当   时，
2

2

8 4
1 2A M
kx x
k


 


得
2

2

2 4
1 2M

kx
k





， 2

4
2 1M
ky

k




显然直线 ,AM MN 存在斜率且斜率不为 0.

因为 AM与MN垂直，所以
2

2

2

4
2 1 =

2 4 1
1 2

MP

k
kk
k
k







1
k

  , 得
2 1

2
k  ，

2
2

k   ， 0Mx  ,

所以 2= 1 2 6MAM k x   ……6 分

（3）直线NQ恒过定点  2,0 , 设  1 1,M x y ，  2 2,N x y ，由题意，设直线MN的方程为 1x my  ，

由 2 2

1,
{  

2 4 0
x my

x y
 

  
得  2 22 2 3 0m y my    ，

显然，   ，则 1 2 2

2
2
my y

m


 


， 1 2 2
3
2

y y
m





， ……7 分

因为直线 PQ与 AM平行，所以
1

1 2PQ AM
yk k

x
 


，则 PQ的直线方程为  1

1

1
2

yy x
x

 


，

令
5
2

x  ，则

 
1

1

1 1

3
32

2 2 3

y yy
x my

 
 

，即  
1

1

35 ,
2 2 3

yQ
my

 
   

, ……8 分

 
   

1
2

1 1 2 2 1

1 2
2

3
2 3 2 6 3

5 3 2 3
2

NQ

yy
my my y y yk

my myx


  

 
 

，

直线 NQ的方程为  1 2 2 1
2 22

1 2 2 1

2 6 3
2 6 3 9

my y y yy y x x
m y y my my

 
  

  
, ……10 分

令 0y  ，得
1 2 2 1

1 2 2 1

2 15 3
2 6 3
my y y yx
my y y y

 


 
,

因为  1 2 1 22 3my y y y  ，故
2

2

18 2
9
yx
y

  ，
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所以直线 NQ恒过定点  2,0 . ……12 分


