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学科网（北京）股份有限公司

2023年普通高等学校招生考试模拟试题一（衡水密卷）

数学

本试卷共4页,22题。全卷满分150分。考试用时120分钟。

注意事项：

1.答题前，先将自己的姓名、考号等填写在答题卡上，并将准考证号条形码粘贴在答题卡

上的指定位置。

2.选择题的作答;选出每小题答案后，用2B铅笔把答题卡上对应题目的答案标号涂黑。写在

试题卷、草稿纸和答题卡上的非答题区域均无效。

3.填空题和解答题的作答：用签字笔直接写在答题卡上对应的答题区域内。写在试题卷、

草稿纸和答题卡上的非答题区域均无效。

4.考试结束后,请将本试题卷和答题卡一并上交。

一、选择题;本题共8小题,每小题5分,共40分。在每小题给出的四个选项中,只有一项是符合题

目要求的。

1.若 ( 1)( 2 ) 2i i iz    ,则 z 

A.
1 1
2 2

i  B.
1 1
2 2

i  C.
1 1
2 2

i D.
3 1
2 2

i 

2.已知集合     2 4ln 3 4 ,∣ ∣A x y x x B y y x t       ,若 A B A  ,则实数 t的取值

范围是

A. ( , 1]  B. ( ,1] C. ( , 1)  D. ( ,1)

3.已知平面向量 ,a b满足 | | 2,| | 1, ( 3, 2)    a b a b ,则 | 2 | a b

A. 15 B.4 2 C. 21 D.33

4.分形几何学是数学家伯努瓦-曼德尔布罗在 20 世纪 70 年代创立的一门新的数学学科,它的创

立为解决众多传统科学领域的难题提供了全新的思路.按照如图1所示的分形规律可得如图2所

示的一个树形图.记图 2 中第 n行黑圈的个数为 na ,若 144na  ,则 n 
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A.5 B.6 C. 7 D.8

5.已知直线 : 3l y x 与圆
2 2: 4 0C x y y   相交于 ,A B两点,则 ABC 的面积为

A.
10
5

B.
6
5

C.
2 38
5

D.5

6.已知正方体 1 1 1 1ABCD ABC D 的棱长为3, ,M N 分别为棱 1 1,AA CC 的中点,点Q是棱 1 1AD

上靠近点 1D 的三等分点,则平面MNQ截该正方体所得截面的面积为

A. 34 B. 2 34 C.10 D.12

7.某大型超市设立了“助农促销”专区,销售各种农产品,积极解决农民农副产品滞销问题.为加

大农产品销量,该超市进行了有奖促销活动,凡购买专区的农产品每满 100 元的顾客均可参加该

活动,活动规则如下:将某空地划分为(1)(2)(3)(4)四个区域,顾客将一皮球投进区域(1)或者(2)

一次,或者投进区域(3)两次,或者投进区域(4)三次,便视为中奖,投球停止,且投球次数不超过

四次.已知顾客小王每次都能将皮球投进这块空地,他投进区域(1)与(2)的概率均为

(0 1)p p  ,投进区域(3)的概率是投进区域(1)的概率的2倍,且每次投皮球相互独立.小王第

二次投完皮球首次中奖的概率记为 1P ,第四次投完皮球首次中奖的概率记为 2P ,若 1P  2P ,则

p的取值范围为

A.
3 30,
12

 
  
 

B.
3 30,
12

 
  
 

C.
3 3 1,
12 4

 
  
 

D.
3 3 3 3,
12 12

  
  
 

8.已知双曲线
2 2

2 2: 1( 0, 0)x yC a b
a b

    的左焦点为 F ,双曲线C上的两点 ,A B关于原点O

对称(其中点 A在双曲线C的右支上),且 | | | |OA OF ,双曲线C上的点D满足
5
2

DF FB
 

,

则双曲线C的离心率为

A.
109
7

B.
59
7

C.
3 3
2

D.
109
49

二、选择题;本题共4小题，每小题5分,共20分。在每小题给出的选项中,有多项符合题目要求。

全部选对的得5分,部分选对的得2分，有选错的得0分。

9.2022 年秋,我国南方某地脐橙大丰收，甲、乙两名网红主播为帮助该地销售脐橙，开启了连

续10天针对该地脐橙的直播带货专场,下面统计图是甲、乙两名主播这10天的带货数据：则下列

说法中正确的有：
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A.甲主播10天带货总金额超过乙主播10天带货总金额

B.乙主播10天带货金额的中位数低于82万元

C.甲主播10天带货金额的极差小于乙主播 10天带货金额的极差

D.甲主播前7天带货金额的标准差大于乙主播前7天带货金额的标准差

10.已知
5 5

0c c
b a
  ,则下列不等式一定成立的有

A. 1b
a
 B. 0a b

c


 C.
2

2

a a c
b b c





D.bc ba

11.如图,已知圆雉的顶点为 S ,底面 ACBD的两条对角线恰好为圆O的两条直径, ,E F分别为

,SA SC的中点,且 SA AC AD  ,则下列说法中正确的有

A. / /SD 平面OEF

B.平面 / /OEF 平面 SBD

C.OE SA

D.直线 EF 与 SD所成的角为 45

12.已知函数  
22 2, 1,

2 2, 1,x

x x
f x

x
  

 
 

若关于 x的方程
2[ ( ( ))] ( 2) ( ( ))f f x m f f x  2m 至

少有 8个不等的实根,则实数m的取值不可能为

A.-1 B.0 C.1 D.2

三、填空题:本题共 4 小题,每小题 5分,共 20 分。

13.2022 年卡塔尔世界杯期间,3 男 3 女共 6位球迷赛后在比赛场地站成一排合影留念,则男、女

球迷相间排列的概率为_________.
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14.勾股数是指可以构成一个直角三角形三边的一组正整数,若椭圆C的一个焦点把长轴分成长

度分别为 ,m n的两段,且 , ,10m n 恰好为一组勾股数,则C的一个标准方程为_________. (写出

满足条件的一个即可)

15.已知函数 ( ) 2sin( ) 0,| |
2

f x x        
 

,若 0
12

f    
 

,对于任意的 x R 都有

6 6
f x f x         
   

,且 ( )f x 在区间
5 ,
72 9
  

 
 

上单调,则的最大值为_________.

16.已知函数
2( ) 2023 1( )xf x e ax a R    有两个极值点 1 2,x x ，且 2 12x x ，则实数 a的取

值范围为_________.

四、解答题:本题共 6 小题,共 70 分。解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤。

17.(本小题满分 10 分)

已知数列 na 的前 n项和为 nS ,且 1 2n n nS S a    ,_______.

请在(1) 2 9 20a a  ;(2) 1 2 5, ,a a a 成等比数列;(3) 5 2 4 15S a a   ,这三个条件中任选一

个补充在上面题干中，并解答下列问题.

(1)求数列 na 的通项公式;

(2)若 10n nb a  ,求数列 nb 的前 n项和 nT .

注:如果选择多个条件分别解答,则按第一个解答计分.

18.(本小题满分 12 分)

沙漠治理能使沙漠变成一片适宜居住的地方,不让沙漠扩大化.近 30 年来,我国高度重视防沙

治沙工作,相继采取了一系列重大举措加快防沙治沙步伐,推动我国防沙治沙事业.我国某沙漠

地区采取防风固沙、植树造林等多措并举的方式,让沙漠变绿洲,通过统计发现,该地区沙漠面积

y (单位:公顷)与时间 x (单位:年)近似地符合 ( ,by a a b
x

  R )回归方程模型(以 2016 年作

为初始年份, x 的值为 1),计算 2016 年至 2022 年近 7 年来的 y 与 x 的相关数据,得

7

1
4, 7212i i

i
x x y



  ,
7 7

2 2

1 1
1586, 0.37, 7 0.55i i i

i i
t y t t t

 

     (其中
1 ,i i
i

t x
x

 表示第 i

年,1 i 7, )iZ
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21.(本小题满分 12 分)

已知点 (1, 2)M  在抛物线
2: 2 ( 0)C y px p  上,过点 (0, 1)N  的直线 l与C相交于 ,A B两

点,直线 ,MA MB分别与 y 轴相交于点 ,D E .

(1)当弦 AB的中点横坐标为 3 时,求 l的一般方程;

(2)设O为原点,若 ,DN mON EN nON 
   

,求证:
mn
m n

为定值.

22.(本小题满分 12 分)

已知函数 ( ) (ln 1) (2 ) , ( 0)f x m x m x m     .

(1)讨论 ( )f x 的单调性;

(2)设函数 ( ) ( ) 2sin 1F x f x x   ,求证:当 1m  时, ( )F x 恰有两个零点.

参考答案

一、选择题

1.B【解析】

由已知得
2 (2 )(1 ) 1 12 2
1 2 2 2

i i i
i i i

i
z   
        


,故

1 1
2 2

iz    .故选 B.

2.A

【解析】由已知得  23 4 0 ( 1,4), [ , )∣A x x x B t        ,由 A B A  ,得 A B ,所以

1t  .故选 A .

3.C

【解析】因为 ( 3, 2)  a b ,所以
2 2 2| | | | 2 | | 5 2 7        a b a a b b a b ,则 1  a b ,
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所以
2 2 2| 2 | 4 | | 4 | | 21     a b a a b b ,即 | 2 | 21 a b .故选 C.

4.C

【解析】已知 na 表示第n行中的黑圈个数,设 nb 表示第 n行中的白圈个数,由于每个白圈产生下

一 行 的 1 个 白 圈 1 个 黑 圈 , 一 个 黑 圈 产 生 下 一 行 的 1 个 白 圈 2 个 黑

圈 , 1 12 ,n n n n n na a b b a b      , 又

1a 1 2 2 3 30, 1, 1, 1, 2 1 1 3, 1 1b a b a b         

4 4 52, 2 3 2 8, 3 2 5, 2 8 5 21a b a           

5 6 68 5 13, 2 21 13 55, 21 13b a b          734, 2 55 34 144, 7a n      .故选 C.

5.B

【解析】圆C的方程为
2 2( 2) 4x y   ,故圆心坐标为 (0,2)C ,半径 2r  ,

点C到线段 AB的距离为
2 2

2 2

| 3 0 2 | 2 , | | 2
103 1

d AB r d 
     



6 10
5

，

ABC 的面积
1 6| |
2 5

S AB d   .故选 B.

6.B

【 解 析 】 如 图 所 示 , ,M N 分 别 是 1 1,AA CC 中 点 , 则

1 1/ / / /MN AC AC ,作 1 1/ /QE AC ,交 1 1C D 于 E ,连接 EN ,并

延长交DC 的延长线于点 K ,连接QM ,并延长交 DA的延长

线于 点 T , 连接 TK 交 AB 于点 G , 交 BC 于点 F , 则

QENFGM 为过 , ,M N Q三点的截面.由面面平行的性质定理

得 / /TK QE , 从 而 有 TK 1 1/ / 2, 1AC AQ DQ   , 则

1 1 11,D E DQ C E   1 2AQ  , 因 为 N 是 1CC 中

点 , 1 / /C E CK , 所 以 CK  1 2C E  , 又 因 为 / /TK AC , 所 以 2CF CK  , 同 理

2, 1, 2, 3 2,AG BG BF QE MN EN     
2

2 3 52
2 2

   
 

,梯形QENM 是等腰梯

形,且梯形QENM 与梯形 FGMN 全等,高为 h 
2

2 17
2 2

MN QEEN    
 

,截面面积

12 ( ) 2 34
2

S QE MN h    .故选 B.
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7.C【解析】小王投进区域(3)的概率为 2p ,投进区域(4)的概率为1 4 p ,故
10
4

p  .小王第

二次投完皮球后,首次中奖包含“第一次区域(1)(2)均末投中,第二次投中区域(1)或(2)”和“第

一次与第二次均投中区域(3)"两个事件,则概率为 2
1 (1 2 ) 2 (2 )P p p p     2p .第四次投

完皮球后,首次中奖,需前三次投完后有一次投进区域(3),有两次投进区域(4),

因此  1 2 2
2 3 2 (1 4 ) 6 1 16 8P p p p p p     C ,令 2 1 0P P  ,

得
224 12 1 0p p   ,解得

3 3 3 3
12 12

p 
  ,又0  1

4
p  ,所以

3 3 1
12 4

p
  .故选 C.

8.A

【解析】如图所示, F 
为双曲线右焦点,则由 | | | |, | |OA OB OF OF   ,得四边形 AFBF 

为平

行四边形,又由 | | | |OA OF ,可得 | |AB FF  ,可得四边形 AFBF 
为矩形.设

| |BF AF m  ,则

5 5| | 2 ,| | , 2
2 2

BF AF a m DF m DF a m      

cos cos
2

AF mDFF AF F
FF c


        


,

在 DFF  中,由余弦定理得
2 22| | 2 | | cosDF DF FF DF FF DFF         ,

即

252
2

a m   
 

2 225 54 2 2
4 2 2

m mm c c
c

     ,即
2 24 5 10a m am  

24c ①,在 Rt AFF  中,
2 22| |AF AF FF   ,

即
2 2 2(2 ) 4a m m c   (2),联立(1)(2)解得,

6
7

m a ,

代人 ②,得

2 2
220 6 4

7 7
a a c       

   
,解

得
ce
a

 
109
7

.故选 A.
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10.BD

【解析】由
5 5

0c c
b a
  ,得 0c  ,当 0c  时,得 0

1 1
a b

  ,即 0a b  ;当 0c  时,

得
1 10
a b

  ,即 0a b  ,综上 0a b c   或 0a b c   ,上述两种情况均可得0 1b
a

  ,

故 A选项错误;当 a b 

0 c 时,得 0a b
c


 ,当 0a b c   时,得 0a b
c


 ,故 B选项正确;令
11, , 1
2

a b c     ,

则 2a
b
 ,

2

2 0a c
b c





,从而得
2

2

a a c
b b c





,故 C 选项错误;由上述论证可知 0bc ba  恒成立,

故 D 正确.故选 BD.

11.ABC

【解析】由已知可得四边形 ACBD为正方形,且四棱雉 S ACBD 各棱长均相等,由 ,O F 分别

为 ,CD SC 的中点,可得 / /OF SD ,又OF 平面OEF , SD  平面OEF ,所以 / /SD 平面

OEF ,故 A选项正确;又 ,O E分别为 ,AB SA的中点,所以 / /OE SB ,

又OE 平面 ,OEF SB  平面OEF ,故 / /SB 平面OEF ,而 SD SB S  ,

且 SB 平面 ,SBD SD 平面 SBD ,所以平面 / /OEF 平面 SBD ,故 B 选项正确;

设 1SA  ,则 1, 2 2SB AD BD AB AD     ,所以
2 2 2SA SB AB  ,即 SA SB ,由

B 选项可知OE / / SB ,所以OE SA ,故 C 选项正确; / / / /EF AC BD ,

故 SDB (或其补角)即为异面直线 EF 与 SD

所成的角,而 60SDB   ,故D选项错误.故选 ABC.

12.AD

【解析】由
2[ ( ( ))] ( 2) ( ( ))f f x m f f x   2m ,得 [ ( ( )) 2][ ( ( )) ] 0f f x f f x m   ,解得
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( ( )) 2f f x  或 ( ( ))f f x m ,作出 ( )f x 的图象如图所示,

若 ( ) 2f x  ,则 0x  或 2x  ,设 ( )t f x ,由 ( ( )) 2f f x  ,得 ( ) 2f t  ,此时 1 0t  或 2 2t  .

当 1t 0 时, 1( ) 0f x t  ,有 2 个不等的实根;当 2 2t  时, 2( ) 2f x t  ,有 2 个不等的实根,

所以 ( ( ))f f x 2 有 4 个不等的实根,若原方程至少有 8 个不等的实根,则必须有 2m  且

( ( ))f f x m 至少有4个不等实根,若 0m  ,由 ( ) 0f t m  ,得 1 1t   或 2t 1, ( ) 1f x   有

1 个根, ( ) 1f x  有 3 个不等的实根,此时有 4 个不等的实根,满足题意;若 2m  ,由 ( )f t m ,

得 2, ( )t f x t  有 1个根,不满足题意;若 0m  ,由 ( )f t m ,得 1, ( )t f x t   有1个根,不

满 足 题 意 ; 若 0 2m  , 由 ( )f t m , 得 11 t  0 或 20 1t  或 31 2t  , 当

11 0, ( )t f x    1t 有 1 个根,当 20 1t  时, 2( )f x t 有 3 个不等的实根,当 31 2t 

时, 3( )f x t 有3个不等的实根,此时共有7个不等的实根,满足题意.综上实数m的取值范围为

[0, 2) .故选 AD.

三、填空题

13.
1
10

【解析】6 位球迷站成一排的不同方法数为 n  6
6A ,其中男、女球迷相间排列的方法数为

m  2   3 3
3 3A A ,所以所求的概率为

2    1
  10

3 3
3 3
6
6

A A

A

mP
n

   .

14.
2 2

1
49 48
x y

  或
2 2

1
49 48
y x

  或
2 2

1
625 624
y x

  或
2

625
x


2

1
624
y

 (答案不唯一,写出一个即可)

【解析】含 10 的勾股数有 (6,8,10), (10, 24, 26) ,不妨令m n ,则有
8,

{
6,

a c
a c
 
 

或
26,

{
24,

a c
a c
 
 
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解得
7,

{
1,

a
c



或
25,

{
1.

a
c



当 7, 1a c  时,
2 2 2 48b a c   ;当 a 

25, 1c  时, 2 2 2 624b a c   .故椭圆 C 的标准方程为
2 2

1
49 48
x y

  或
2 2

1
49 48
y x

  或

2 2

1
625 624
y x

  或
2 2

1
625 624
x y

  .

15.18

【解析】由于
6 6

f x f x         
   

,则 ( )f x 的图象关于直线
6

x 
 对

称,
6

f    
 

 1 12sin 2,
6 6 2

k k            
 

Z

①, 2 22sin 0,
12 12 12

f k k                 
   

Z ②,①-②得

 1 2 1 2,
4 2

k k k k      Z ,令 1 2 ,k k k k  Z ,则

, 4 2(
4 2

k k k      ), 0, , ( ) 2sin( )k f x x       Z N 的最小正周期

2 ( ), ( )
2 1

T k f x
k

 


  


N  在区间
5 ,
72 9
  

 
 

上单调,

5 ,
2 9 72 24
T T  

    
2 1 12k
 


,解得
11( ), 4 2( )
2

k k k k   N N ,

当 5k  时, 22  ,则②式为 2
11 ,
6

k        2 2
11
6

k k  Z ,又

2| | , ,
2 6

k      -2,此时 ( ) 2sin 22
6

f x x    
 

,当
5 ,
72 9

x    
 

时,
49 4122 , ,

6 36 18
x       

 
此时 ( )f x 不单调,不符合题意,舍去;当 4k  时, 18  ,则②

式为
3
2
  2 2 2

3,
2

k k k       Z ,又 | |
2
 ，当

2 1k   时,
2
  ,当 2 2k   时,

2
   ,

此时 ( ) 2sin 18 2cos18
2

f x x x     
 

,当 x 5 ,
72 9
  

 
 

时,
518 ,2
4

x    
 

,
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此时 ( )f x 单调,符合题意.故的最大值为 18.

16.
2023 ,
ln 2

  

【解析】 ( ) 2023 2xf x ax  e ,因为 1 2,x x 是函数
2( ) 2023 1( )exf x ax a    R 的

两个极值点,所以 1x x 和 2x x 是函数 ( )f x 的两个零点,

即是方程 2023 2 0ex ax  的两个不相等的实数根, 0x  显然不符合方程 2023 2ex ax  0,

所以 1x x 和 2x x 是方程
2
2023

exa
x

 的两个根,

所以函数 ( ) exg x
x

 的图象与直线
2
2023
ay  有两个不同的交点,

交点横坐标分别为 1 2,x x ,由于 2

( 1)( )
xxg x

x
 

e
,所以当 0x  或0 1x  时,

( ) 0g x  ;当 1x  时, ( ) 0g x  ,故 ( )g x 的减区间为 ( ,0) 和 (0,1) ,增区间为 (1, ) ,

当 x 时, ( ) 0g x  ,且 ( ) 0g x  ,当 0x  且 0x 时,

( )g x  ;当0 1x 时, 0x 时, ( )g x  ,

且 ( ) (1)min eg x g  ;当 1x  时, x时, ( )g x  .

作出 ( )g x 的草图如图所示,由图可知,若有两个交点,应
2
2023

e
a

 ,且 1 20, 0x x  ,

因为 2x 12x ,取 2 12x x ,并令 1 , ( 0)x t t  ,则 2 2x t ,所以
2

2
e et t

t t
 ,解得 ln 2t  ,

此时
2 2
2023 ln 2
a

 ,得a  2023
ln 2

,若 2 12x x 需
2023
ln 2

a ,即实数a的取值范围是
2023 ,
ln 2

  
.



13

学科网（北京）股份有限公司

17.解:(1)由题可知 1 2n n nS S a    ,即 1 2n na a   ,所以数列 na 是首项为 1a ,公差为 2的

等差数列.若选(1):由 2 9 20a a  ,得 1 1 8 20a d a d    ,即 12 20 9a d  ,

所以 12 20 9 2 2a     ,解得 1 1a  ,所以 1 ( 1) 1 2( 1) 2 1na a n d n n        ,

即数列 na 的通项公式为 2 1na n  .若选(2):因为 1 2 5, ,a a a 成等比数列,

所以
2
2 1 5a a a ,即    2

1 1 12 8a a a   ,解得 1 1a  ,

所以 1 ( 1) 1 ( 1) 2 2 1na a n d n n         ,即数列 na 的通项公式为 2 1na n  .

若选(3):由 5 2 4 15S a a   ,得 3 35 2 15a a  ,即 3 1 4 5a a   ,

所以 1 1a  ,即数列 na 的通项公式为 2 1na n  .

(2)由(1)得 10 2 11n nb a n    ,令 0nb  ,得 6n  ,所以当 6n  时,

1 2 9 7 (11 2 )n nT b b b n          2(9 11 2 ) 10
2

n n n n 
   ,

当 6n 时, 5 6 7 5 6 7n n nT T b b b S b b b           

510 100 2nS n S   

2(1 2 1) 5(1 9)10 100 2 10 50
2 2

n n n n n  
       

综上所述，

2

2

10 , 6
10 50, 6n

n n n
T

n n n
  

 
  

18.解:(1)由表中数据可得
1 (891 888 351
7

y      220 200 138 112) 400    ,

因为
1t
x

 ,设 y关于 t的线性回归方程为 ˆˆ ˆy bt a  ,

则

7

1
7

2 2

1

7
1586 7 0.37 400ˆ 1000

0.557

i i
i

i
i

t y ty
b

t t






  

  





，则 ˆ 400 1000 0.37 30a     ,

故 y关于 x的回归方程为
1000ˆ 30y
x

  .

(2)由回归方程
1000ˆ 30y
x

  可知,随着 x的增大, y 逐渐减小,当 24x  时,
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1000ˆ 30 71.7 75
24

y     ,故第 24 年该地区所剩的沙漠面积会小于 75 公顷.

19.解:(1)由正弦定理得  22 sin sin cos sin sin sin 0,C A B C B C  

 0,C 又 ， sin 0C  ， 2sin 2sin cos sin 0C A B B    ，

 2sin 2sin cos sin 0,A B A B B     2cos sin sin ,A B B 

 0, , sin 0B B  又 2cos 1A  ，  1cos , 0, ,
2 3

A A A    即

由 tan tanc C b B ,则
sin sin
cos cos

C Bc b
C B

   ,即 2 2sin cos sin cos 0C B B C  ,

   2 21 cos cos 1 cos cos 0C B B C     ,整理得 (1 cos cos )(cos cos ) 0B C B C   .

, (0, ), cos ,cos ( 1,1)B C B C    , 1 cos cos 0B C   ,则cos cosB C ,

2 3
AB C A 

     , ABC 为等边三角形.

(2)由(1)得
3

A 
 ,由正弦定理得 2 sina R A  4 3 3 2

3 2
  ,

由余弦定理得
2 2 2 2( ) 3a b c bc b c bc      ,
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   

 
 
   

 

   

 

2

2

2

2
2

4 3 1 ,

43 1 2 .
3 2 3 2 3

,
4

3
4 ,

4

4 2

1 22 ,
3 3

2 .
3

由 (1)式可得

即 , 当且仅当 时等号成立, (11 分)

故

的最大值为

b c bc

b cbc bc b c
a b c b c b c

b c
bc

b c
b c

b c b c

bc b c
a b c

bc
a b c

   

 
     

     





   

   

   
 


 



20.解:(1) / / ,AD BC AB BC ,

AD AB  ,

又平面 PAD 平面 ABCD ,平面 PAD平面 ,ABCD AD AB 平面 ABCD ,

AB 平面 PAD .

(4 分)

(2)取 AD的中点O ,连接 ,OC OP ,

PAD 为等边三角形,且O是 AD的中点,

PO AD 

sin 60 3PO AP    .

又平面 PAD 平面 ABCD ,平面 PAD平面

,ABCD AD PO 平面 PAD ,

PO 平面 ABCD ,

1 1, / / ,
2

AO AD BC AO BC AB BC   



16

学科网（北京）股份有限公司

四边形 ABCO为矩形,又 PO  平面 ABCD , ,PO OD OC 两两垂直,

故以O为坐标原点, , ,OC OD OP分别为 , ,x y z轴建

立如图所示的空间直角坐标系,

则
1 3(0, 1,0), (1, 1,0), (1,0,0), (0,0, 3), ,0,
2 2

A B C P M
 

    
 

,

则
1 3(1,0,0), ,1, , (0,1, 3)
2 2

AB BM AP
 

     
 

  
.

设平面 ABM 的法向量为  1 1 1, ,x y zn ,

1

1 1 1

0

1 3 0
2 2

AB x

BM x y z




 


  

    

n

n





令 1 2z  ,得 (0, 3, 2) n .设平面 ABP 的法向量为

 2 2 2, ,x y zm ,

则
2

2 2

0

3 0

m AB x

m AP y z





  

   



 ，

令 2 1z  ,得 (0, 3,1) m .

设二面角M AB P  的大小为 ,由图可知为锐角,

则
| | | 0 0 ( 3) ( 3) 2 1| 5 7cos
| || | 140 3 4 0 3 1

        
  

    
n m
n m

,

2 21sin 1 cos ,
14

     二面角M AB P  的正弦值为
21
14

.

21.解:(1)由点 (1, 2)M  在抛物线
2: 2C y px 上,所以 2p  ,

所以抛物线C的方程为
2 4y x .设直线 l的方程为    1 1 2 21( 0), , , ,y kx k A x y B x y   .

由

2 4 ,
1,

y x
y kx


 





得
2 2 (2 4) 1 0k x k x    .

依题意
2 2(2 4) 4 1 0k k       ,解得 1k   且 0k  .且 1 2 1 22 2

2 4 1,kx x x x
k k


   .
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因为弦 AB的中点横坐标为 3,所以 1 2 6x x  ,即 2

2 4 6k
k


 ,

解得 1k  或
2
3

k   ,所以 l的一般方程为 1 0x y   或2 3 3 0x y   .

(2)直线MA的方程为 1

1

22 ( 1)
1

yy x
x


  


.令 0x  ,得点D的纵坐标为 1

1

1 ( 2)
1D

k xy
x

 



.

所以 1

1

1 ( 2)0,
1

k xD
x

  
  

,同理得点 E的坐标为 2

2

1 ( 2)0,
1

k xE
x

  
  

.

由 ,DN mON EN nON 
   

,得 1

1

(1 )1
1D
k xm y

x


   


,

2

2

(1 )1
1E

k xn y
x


   


.所以 1 2

1 2

1 11 1
( 1) ( 1)

x x
m n k x k x

 
  

 

1 2

1 2

1 12 (2 4 2) 2
1 1
x x k

k x x k
 

        
.

所以
1 1

1 1 2
mn
m n

m n

 
 

,即
mn
m n

为定值
1
2
.

22.解:(1) ( )f x 的定义域为 (0, ) ,

( 2)( ) 2m m x mf x m
x x

  
    ,当 2m  时,

2( ) 0f x
x

   , ( )f x 在 (0, ) 上单调递增;

当 2m  时,

( 2)
2( ) 0

mm x
mf x

x


      , ( )f x 在 (0, ) 上单调递增;

当0 2m  时,令 ( ) 0f x  ,得0
2
mx
m

 


,此时 ( )f x 单调递增,

令 ( ) 0f x  ,得
2
mx
m




,此时 ( )f x 单调递减;当 0m  时, ( ) 0f x  ,

( )f x 在 (0, ) 上单调递减.综上所述,当 2m 时, ( )f x 在 (0, ) 上单调递增;

当0 2m  时, ( )f x 在 0,
2
m
m

 
  

上单调递增,在 ,
2
m
m

   
上单调递减;

当 0m  时, ( )f x 在 (0, ) 上单调递减.

(2)当 1m  时, ( ) ln 1 2sin 1 2sin lnF x x x x x x x        ,
1( ) 1 2cosF x x
x

   
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令
1( ) ( ) 1 2cosg x F x x
x

    ,则 2

1( ) 2sing x x
x

    ，

(1)当 (0, )x  时, 2

1( ) 2sin 0g x x
x

     ,所以 ( )g x 在 (0, ) 上单调递减,

又因为
3 20, 1 0

3 2
g g 

 
          
   

,所以 ( )g x 在 ,
3 2
  
 
 

上有唯一的零点 .

当 (0, )x  时, ( ) 0, ( )F x F x  单调递增;当 ( , )x   时, ( ) 0, ( )F x F x  单调递减,

所以 ( )F x 在 (0, ) 上存在唯一的极大值点 ,且
3


2
 

所以 ( ) ln 2 2 0
2 2 2 2

F F             
 

,

又因为 2 2 2 2

1 1 1 12 2sin 2 2
e e e e

F           
 

0

所以 ( )F x 在 (0, ) 上恰有一个零点.又因为 ( ) ln 2 0F         ,

所以 ( )F x 在 ( , )  上也恰有一个零点.所以 ( )F x 在 (0, )x  上有两个零点.

(2)当 [ , 2 )x   时,因为 sin 0x ,所以 ( ) lnF x x x ,设
1( ) ln , ( ) 1 0h x x x h x
x

     ,

所 以 ( )h x 在 [ , 2 )  上 单 调 递 减 , 所 以 ( ) ( ) 0h x h   , 所 以 当 [ , 2 )x  

时, ( ) ( ) ( ) 0F x h x h   恒成立,所以 ( )F x 在[ , 2 )  上没有零点.

(3)当 [2 , )x   时, ( ) ln 2F x x x  ,设
1( ) ln 2, ( ) 1 0x x x x
x

        ,

所以 ( )x 在[2 , )  上单调递减,所以 ( ) (2 ) ln(2 ) 2 2 3 2 2 5x           

2 0  所以当 [2 , )x   时, ( ) ( ) (2 ) 0F x x   

恒成立，所以 ( )F x 在[2 , )  上没有零点.综上, ( )F x 恰有两个零点.




