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中学生标准学术能力测试诊断性测试 2019 年 9 月测试 

理科数学（一卷）答案 

一． 选择题：本大题共 12 小题，每小题 5 分，共 60 分．在每小题给出的四个选项中，只

有一项是符合题目要求的． 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

D B B C D A A C A B C A 

二． 填空题：本大题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分． 

13.  3  

14.  

22 3 1

3

n n+ +
 

15.  2  

16.  -10  

三、解答题：共 70分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤．第 17~21 题为必考题，

每个试题考生都必须作答．第 22、23题为选考题，考生根据要求作答． 

（一）必考题：60分． 

17.（12分） 

解：(1)由
2

cos sin
2 2 2

A A
− =

，
得

2

1
)

2
sin

2
(cos 2 =−

AA
,即

2

1

2
cos

2
sin21 =−

AA
 

2

1
sin =A ，                                 ………………………………3 分 

 
∵  A0 ，

2 2

A 
∴ 0< ，∵ 0

2
sin

2
cos −

AA
, 0

2 4 2

A
A

 
   ∴0<  ,   

    所以
6


=A                                      ………………………………6 分 

(2)由
14

21
)sin( =+ AC ,得

14

21
sin =B  

由正弦定理：
B

b

A

a

sinsin
= ,得 3=b                ………………………………8 分 

由余弦定理： Abccba cos2222 −+= ，得 cc 337 2 −+= ， 4=c 或 1−=c （舍去） 

所以 4=c                                        ………………………………12 分 

18.（12分） 

解：（1）∵ BC ⊥平面PCD，∴ BC PD⊥ ， 

    又 PD AB⊥ ， AB BC B=  

∴ PD ⊥平面 ABCD，         ………2 分 

D

P

A

C

B
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∴ PD DC⊥ ，∴ PDC 是直角三角形， 

由已知 2, 1PC CD= = ， 

∴ 1PD = .                                     ………………………………4分 

（2）解法 1： 

     ∵ BC ⊥平面PCD，∴ BC CD⊥ ，BC PC⊥  

    在四边形 ABCD中，由于 / /AB CD， 2, 2, 1AB BC CD= = = ，  

可以求得 3AD = ，                             ………………………………6 分 

    设D 到平面 PAB的距离为d ，直线 AD 与平面PAB所成的角为， 

则 sin
3

d d

AD
 = = ，                          ………………………………8 分 

∵ / /AB CD  ，CD面 PAB, 面PABAB ∴ / /CD 平面PAB，∴ C 到平面PAB  

的距离也为d ， 

在三棱锥B PAC− 中，
P ABC C PABV V− −= ， 

∵ PD ⊥平面 ABCD，∴ PD AD⊥  ∴ 2PA = ， 

又 2,BC PC BC PC= = ⊥ ，∴ 2PB = ， 

∴ 
1 1 1 2

1 2 2
3 3 2 3

P ABC ABCV PD S− =  =     = ，……………………………10 分 

     
1 3

3 3
C PAB PABV dS d− = = ，                    ………………………………11 分 

∴ 
2

3
d = ，∴ 

2
sin

33

d d

AD
 = = = ，                    

即 直 线 AD 与 平 面 PAB 所 成 角 的 正 弦 值 为        

2

3
.                ………………………………12 分 

解法 2：由（Ⅰ）知PD ⊥平面 ABCD，过D 作 DE AB⊥ 交 AB

于 E ，则PD DE⊥ ， 

如图以D 为原点，DC 、DP、 DE 所在直线为 x轴、 

y 轴、 z 轴建立空间直角坐标系.     ………………5 分 

则 (1,0,0), ( 1,0, 2), (1,0, 2), (0,1,0)C A B P− − − ， 

则 (2,0,0), (1,1, 2), ( 1,0, 2)AB AP DA= = = − − ，………6 分 

E

z

y

x

D

P

A

C

B
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设平面PAB的法向量为 ( , , )n x y z= ， 

则由
0,

0,

AB n

AP n

  =


 =

得
0,

2 0,

x

x y z

=


+ + =
 

令 1z = ，可得 (0, 2,1)n = − ，                         ………………………10 分 

设直线 AD 与平面PAB所成的角为， 

则
2

sin | |
3| || |

n DA

n DA



= = . 即直线 AD 与平面 PAD 所成角的正弦值为

2

3
     …12 分 

19.（12分） 

解： 

（1）由题意，得： ( 2)( 0, 1)
1

n n

t
S a t t t

t
= −  

−
为常数，且   

当 1n = 时，得 1 1( 2)
1

t
S a

t
= −

−
，得

1 2a t=   ………2 分 

由

-1 -1

( 2)
1

( 2) 2
1

n n

n n

t
S a

t

t
S a n

t


= − −


 = − 
 −

（ ）
  ，

-1 1- = ( ),
1

n n n n n

t
S S a a a

t
−= −

−

          

1−= nn taa  2n （ ）                         ………………………………4 分 

故 2 n

na t=                                  ………………………………5 分 

（2）由
2

1 1 (2 2) 1 ( 1)
1 1

n n

n n

t t
b S t t

t t
= − = − − = − −

− −
  ………………………………7 分 

由 nb 为等比数列可知： 2

2 1 3b bb=  ，求得
1

3
t =    ………………………………9 分 

所以，
1

3

n

nb
 

=  
 

，
nna

3

2
= ，则

n

n

nn

n
c

3

2

3

1
log

3

2
3 =








=   …………………10 分 

设 nc 的前 n 项和为 nT ，则
1 2

2 4 2
+

3 3 3
n n

n
T = + +  

2 3 1

1 2 4 2
T +

3 3 3 3
n n

n
+

= + +
，相减可得 

2

3

32

32

2

3
T 21 ＜

nnn

n
ccc



+
−=+++= 

                    

…………………12 分 

20.（12分） 

解： 

第 19 题 
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（1） ( )
( )1

x

e x
f x

e

−
=’

                                  

…………………2 分 

1 '( ) 0; 1 '( ) 0x f x x f x    时， 时，  

( )xf 在 ( )1- ， 递增， ( )+，1 递减，且 ( ) ( ) 11max == fxf  

又当 0x 时， ( )xf 0 ；当 0x 时， ( ) 0xf ，且 ( ) 0x f x→+ →时， ，4

分 

若 0t  ，则
1 2, 0x x 

，而 ( )f x 在 ( ,0)− 递增，与
1 2( ) ( )f x f x= 矛盾， 

10  t ………5 分 

（2）由（1）知： 21 10 xx  ， 2

2

0 1
2 1

x

x
  

−
 

    要证： 21212 xxxx + 成立，只需证： 1
12 2

2
1 

−


x

x
x

       

…………………6 分 

( )xf 在 ( )1- ， 递增，故只需证： ( ) ( ) 








−
=

12 2

2
12

x

x
fxfxf  

即证：
( )

( ) 012 2

12

1
12

2

1

2
2

−−









−
−−

xe
x

x

                         

…………………8 分 

令 112 2 −= xu ，只需证： ( )10

1

2

1

−








−

uue u
u

，即证：

( )10
1

2

1
ln 








−− u

u
uu

                                 

…………………10 分 

令 ( ) 







−−=

u
uuu

1

2

1
ln  ( )

( )
,0

2

1
u

2

2


−

−=
u

u’  

) 1 +u （ 在（， ）上单调递减 

( ) ( ) .01u =  证毕
                                   

…………………12 分 

（其他证法酌情给分） 

 

21.（12分） 

解：（1）解法 1： / /CD AB，设 1 1 2 2 0 0, , ( , ) ( , ), ( , )PC CA PD DB A x y B x y P x y = =   

由
2

2

1
4 4 0

4

y kx
x kx

x y

= +
 − − =

=
  

1 2

1 2

4

4

x x k

x x

+ =


 = −             

…………………2分 



 

第5页 共 7 页 

 

2

0 1
0 1 4( , )
1 1

y x
x x

C




 

+
+

+ +  

…………………3 分（由定比分点公式，或向量相等得到），代

入抛物线得： 

2

0 1
20 1 4( ) 4

1 1

y x
x x




 

+
+

= 
+ +

，化简得： 2 2

1 0 1 0 02 4(1 ) 0x x x y x  − + + − = ……4 分，

同理得：
2 2

2 0 2 0 02 4(1 ) 0x x x y x  − + + − =  

                           

所以
1 2,x x 为方程 2 2

0 0 02 4(1 ) 0x x x y x  − + + − = 的两根，将 1k = 代入  

1 2 0 02 4 4 2x x x k x+ = = =  =  
                            

…………………5 分 

且
2

0 0
1 2

4(1 )
4

y x
x x





+ −
= = −  ① 

将
0 2x = 代入① ，得 0

4 4 1 2
1 ( 0)

4(1 ) 1 1
y

 


  

− −
= = = − + 

+ + +
  

0 ( 1,1)

2(-1 1)

y

P x y

  −

 =  点 的轨迹方程为
   …………………6分 

解法 2：同解法 1知 1 2 4x x+ =
                                 

…………………5 分 

1 4
4

D C D C
CD AB C D

D C

y y x x
k k x x

x x

− +
= = = =  + =

−
，设线段 ,AB CD 的中点分别为

,M N ， 

易知 , ,M N P 三点共线， (MN MP  = 为实数），所以 0 2Mx x= = ，………6 分，

以下同解法 1.  

（ 2 ） 由
1 2,x x 为 方 程 2 2

0 0 02 4(1 ) 0x x x y x  − + + − = 的 两 根 ， 可 得 ：

1 2 0 02 4 2x x x k x k+ = =  =
.
                            

…………………7 分 

由（1）得
2

0 0
1 2

4(1 )
4

y x
x x





+ −
= = −

，


 
2PC CA= ， 

 =2 ，得：

2

0

2

3 3

k
y = −

                                  
…………………8 分 
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/ /AC x轴且A,C在抛物线上， ,A C y 关于 轴对称，
0 1 12 2

1 3
c

x x k x
x





+ +
= =

+ ，

1
1 1

2 2 2

3 5

k x k
x x

+
 = −  = −

22 2
( , )

5 3 3

k k
C −

.
C在抛物线上,

2
2 22 2 25
=4 )

5 3 3 11

k k
k −  =（ ） （

                 

…………………12 分 

设 AB 的中点为 M ，则
( )

22 2
1 2 1 2 21 2

21 1
( ) =2 1

2 4 2 4
M

x x x xx x
y k

+ −+
=  =  +

，
，又

2 2

1 2 1 2 1 2( ) 4 4 1x x x x x x k− = + − = +  
 

2
2 2 2 3

1 2 0

1 1 2 10 720 11
4 1 2 1 ( 1) =

2 2 3 3 3 121
PAB M

k
S x x y y k k k = −  − =  +  + − + = +

                                                            

…………………12 分
 

（二）选考题：共 10 分.请考生在第 22，23 题中任选一题作答，如果多做，则按所做的第

一题计分.作答时请写清题号. 

22．【选修 4−4：坐标系与参数方程】（10 分） 

解：（1）由



2

2

sin3

12

+
= ，可得： ( ) 12sin3 22 =+  ， 

2 23 4 12x y+ =  ，即曲线C 的直角坐标方程为：
2 2

1
4 3

x y
+ =  …………4分 

（2）将直线 l 的参数方程
cos ,

1 sin

x t

y t





=


= +
代入

2 2

1
4 3

x y
+ =  ，可得： 

( ) 08sin8sin4cos3 222 =−++ tt   

依题意，△>0   ，设 A,B对应的参数分别为 1 2,t t  ， 

则

1 2 2 2

1 2 2 2

8sin

3cos 4sin

8

3cos 4sin

α
t t

α α

t t
α α

−
+ = +


−  =

 +

 

           

……………………………………6 分 




22

2

2221
sin4cos3

32

sin4cos3

sin8

+
+









+
=−= ttAB
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=








2

2

22

22

sin3

1sin64

sin4cos3

cossin264

+

+
=

+

+
         ……………………………8 分 

令
ssin1 2 =+ α
，  2,1s

，   

则 2

s 1 4 6
4 6 4 6 2 3

22 3
AB ,

s
s

s

 
=  =    

+  +
   

当 s 2=  时， AB  取最大值2 3  ；当s 1=  时， AB  取最小值
4 6

3
……10分 

23．【选修 4−5：不等式选讲】（10 分） 

（1）证明：
1

.
1 1 1

abc

bc ca ab

a b c

=
+ +

+ +

 

9)111())(
111

(
111 2 =++++++=++ cba

cbacba
， 

当且仅当
1

=
3

a b c= = = 时，“ ”成立        ……………………………………3 分 

1 1
.

1 1 1 9

a b c

 

+ +

     
1

.
9

abc

bc ca ab


+ +
      ……………………………………5 分 

（2）解：依题意得：存在非零实数 t  使不等式 

| 2 1| |1 |
| 1| | 2 3 |

| |

t t
x x

t

− + −
− − +  成立 

| 2 1| |1 | | 2 1 1 |
1

| | | |

t t t t

t t

− + − − + −
 =  

只需 | 1| | 2 3| 1x x− − +  ……6 分 

当
2

3
−x 时，原式1 2 3 1x x− + +  ，即 3x  −  

3
3

2
x−   −  ………………7 分 

当 1
2

3
− x 时，原式1 2 3 1x x− − −  ，即 1x  −

3
1

2
x−   − ………………8 分 

当 1x  时，原式 1 2 3 1x x− − −  ，即 5x  − x        ………………………9 分 

综上所得，x的取值范围为[ 3, 1]− −                 ………………………………10 分 

 


