
2021年秋季高三数学（文）开学摸底考试卷 02
班级___________ 姓名___________ 分数____________

（考试时间：120分钟 试卷满分：150分）

一、选择题：本题共 12小题，每小题 5分，共 60分．在每小题给出的四个选项中，只有一项是符合题目

要求的．

1．复数 z满足 (2 ) | 3 4 |z i i   ，则 z 

A． 2 i B． 2 i C．10 5i D．10 5i

【答案】B

【解析】因为 (2 ) | 3 4 | 5z i i    ，

所以
5 5(2 ) 5(2 ) 2

2 (2 )(2 ) 5
i iz i

i i i
 

    
  

，

故 2z i  ．

故选 B．

2．已知集合 { | 1}A x Z x    ，集合 2{ | log 2}B x x  ，则 A B 
A．{ | 1 4}x x   B．{ | 0 4}x x  C．{0，1，2，3} D．{1，2，3}

【答案】D

【解析】集合 { | 1}A x Z x    ，

集合 2{ | log 2} { | 0 4}B x x x x     ，

{1A B  ，2，3}，

故选 D．

3．已知命题 :p x R  ， sin 1x  ；命题 :q x R  ， | | 1xe ，则下列命题中为真命题的是

A． p q B． p q  C． p q D． ( )p q 

【答案】A

【解析】对于命题 :p x R  ， sin 1x  ，

当 0x  时， sin 0 1x   ，故命题 p为真命题， p 为假命题；

对于命题 :q x R  ， | | 1xe ，

因为 | | 0x ，又函数 xy e 为单调递增函数，故 | | 0 1xe e  ，

故命题 q为真命题， q 为假命题，



所以 p q 为真命题， p q  为假命题， p q 为假命题， ( )p q  为假命题，

故选 A．

4．设函数
1( )
1

xf x
x





，则下列函数中为奇函数的是

A． ( 1) 1f x   B． ( 1) 1f x   C． ( 1) 1f x   D． ( 1) 1f x  

【答案】B

【解析】因为
1 ( 1) 2 2( ) 1
1 1 1

x xf x
x x x

   
    

  
，

所以函数 ( )f x 的对称中心为 ( 1, 1)  ，

所以将函数 ( )f x 向右平移一个单位，向上平移一个单位，

得到函数 ( 1) 1y f x   ，该函数的对称中心为 (0,0)，

故函数 ( 1) 1y f x   为奇函数．

故选 B．

5．矩形 ABCD 中， 4AB  ， 2AD  ，点 E为 CD中点，沿 AE 把 ADE 折起，点D到达点 P，使得

平面 PAE 平面 ABCE，则异面直线 AB与 PC所成角的余弦值为

A． 1
4

B． 1
2

C． 2
2

D． 3
2

【答案】D

【解析】如右图，因为 / /AB CE ，异面直线 AB与 PC所成角就是 PCE 或其补角，

在 PCE 中， 2EC  ， 2PE  ，

在左图中作 DO AE ，垂足为O，则 2DO  ， 10OC  ，

所以 2 2 2 10 2 3PC PO OC     ，

所以
2 2 2 2 212 2 2 3cos
2 22 2 3 2

PC EC PEPCE
PC EC
   

   
  

．

故选 D．



6．在一次 53.5公里的自行车个人赛中，25名参赛选手的成绩（单位：分钟）的茎叶图如图所示，现将参

赛选手按成绩由好到差编为1~ 25号，再用系统抽样方法从中选取 5人，已知选手甲的成绩为 85分钟，

若甲被选取，则被选取的 5名选手的成绩的平均数为

A．93.6 B．94.6 C．95.6 D．97

【答案】B

【解析】结合系统抽样法知间隔 5人抽取一次，甲为 85分，故其他人的成绩分别是 88，94，99，107，

故平均数为
85 88 94 99 107 94.6

5
   

 ，

故选 B．

7．把函数 ( )y f x 图像上所有点的横坐标缩短到原来的
1
2
倍，纵坐标不变，再把所得曲线向右平移

3


个

单位长度，得到函数 sin( )
4

y x 
  的图像，则 ( )f x 

A． 7sin( )
2 12
x 
 B． sin( )

2 12
x 
 C． 7sin(2 )

12
x 
 D． sin(2 )

12
x 


【答案】B

【解析】把函数 ( )y f x 图像上所有点的横坐标缩短到原来的
1
2
倍，纵坐标不变，

再把所得曲线向右平移
3

个单位长度，得到函数 sin( )

4
y x 
  的图像，

把函数 sin( )
4

y x 
  的图像，向左平移

3

个单位长度，

得到 sin( ) sin( )
3 4 12

y x x  
     的图像；

再把图像上所有点的横坐标变为原来的 2倍，纵坐标不变，

可得
1( ) sin( )
2 12

f x x 
  的图像．



故选 B．

8．若
2
2
lna  ，

3
3
lnb  ，

5
5
lnc  ，则 a，b， c的大小关系正确的是

A． a b c  B． c a b  C． c b a  D． b a c 

【答案】B

【解析】 3 2 2 3 3 2 9 8 0
3 2 6 6
ln ln ln ln ln ln 

    ，即 a b ，

2 5 5 2 2 5 32 25 0
2 5 10 10
ln ln ln ln ln ln 

    ，即 c a ，

c a b   ，

故选 B．

9．如图，已知四边形 ABCD为正方形，扇形 GEF的弧 EF与 BC相切，点G为 AD的中点，在正方形 ABCD

中随机取一点，则该点落在扇形 GEF内部的概率为

A．
6
 B．

4
 C．

8
 D．

12


【答案】A

【解析】不妨设正方形 ABCD的边长为 2，则扇形GEF 的半径为 2，

 2, 1,
3

GE GD DGE 
    ，

同理
3

AGF 
  ，


3

EGF DGE AGF      ，

 21 22
2 3 3GEFS  

   扇形
，而正方形 ABCD的面积 2 2 4ABCDS    ，

在正方形 ABCD中随机取一点，则该点落在扇形GEF 内部的概率
6

GEF

ABCD

S
P

S


 扇形
．

故选 A．

10．在 ABC 中，角 A， B，C的对边分别为 a，b， c， 2A B ，角C的平分线交对边 AB于D，且

CD将三角形的面积分成 3:4两部分，则 cosB 



A． 1
3

B． 1
2

C． 2
3

D． 3
4

【答案】C

【解析】因为CD为 ACB 的平分线，由角平分线的性质定理可得
AD AC
BD BC

 ，

而
3
4

ACD

BCD

S AD
S BD




  ，

可得
3
4

AC
BC

 ，

在 ABC 中，由正弦定理可得
sin sin
AC BC
B A
 ，

又 2A B ，可得
sin sin 2 2sin cos 2cos
sin sin sin

A B B B B
B B B
   ，

所以
42cos
3

B  ，可得
2cos
3

B  ，

故选 C．

11．设 ( , )P x y 是椭圆
2 24 4x y  上的一个动点，定点 (1,0)M ，则

2| |PM 的最大值是

A． 2
3

B．1 C．3 D．9

【答案】D

【解析】根据题意， ( , )P x y 是椭圆
2 24 4x y  即

2
2 1

4
x y  上的一个动点，则 2 2x ，且

2
2 1

4
xy   ，

而定点 (1,0)M ，则
2

2 2 2 2 2 23 3 4 2| | ( 1) ( 2 1) 1 2 2 ( )
4 4 4 3 3
xPM x y x x x x x              ，

函数 23 4 2( )
4 3 3

y x   是开口向上的二次函数，其对称轴为
4
3

x  ，

当 2x   时， 2 23 4 2| | ( )
4 3 3

PM x   取得最大值，且其最大值为 9，

故选 D．

12．已知函数
4 2( ) ( 0)f x ax bx c abc    ．记 ( )f x 零点个数为 p，极大值点个数为 q，若 p q ，则

A． 0b  B． 0b  C． 0ac  D． 0ac 

【答案】B



【解析】取 1a  ， 2b  ， 1c  ，则 4 2 2 2( ) 2 1 ( 1) 1f x x x x     ，其图象如下，

由图易知， 0p q  ，符合题意，故排除选项 A，C ；

取 1a   ， 2b  ， 1c  ，则 4 2( ) 2 1f x x x    ，

则 3( ) 4 4 4 ( 1)( 1)f x x x x x x        ，

易知函数 ( )f x 在 ( , 1)  ， (0,1)单调递增，

在 ( 1,0) ， (1, ) 单调递减，其图象如下，

由图象易知， 2p q  ，符合题意，故排除选项D；

故选 B．

二、填空题：本题共 4小题，每小题 5分，共 20分．

13．曲线 31 2
3

y x  在点
7( 1, )
3

  处的切线的倾斜角为 ．

【答案】 45

【解析】点
7( 1, )
3

  满足曲线 31 2
3

y x  的方程，



点
7( 1, )
3

  为切点．

2y x  ，

当 1x   时， 1y 

曲线 31 2
3

y x  在点
7( 1, )
3

  处的切线的斜率为 1，倾斜角为 45

故答案为 45 .

14．已知双曲线
2

2: 1( 0)xC y m
m
   的一条渐近线为 3 0x my  ，则C 的焦距为 ．

【答案】4

【解析】根据题意，双曲线
2

2: 1( 0)xC y m
m
   的一条渐近线为 3 0x my  ，

则有
3
m m ，解可得 3m  ，

则双曲线的方程为
2

2 1
3
x y  ，则 3 1 2c    ，

其焦距 2 4c  ；

故答案为：4．

15．已知向量 AB


与 AC


的夹角为 60，且 | | 2AB 


，| | 1AC 


，若 AP AB AC 
  

，且 AP AC
 

，则实数

的值是 ．

【答案】 1

【解析】向量 AB


与 AC


的夹角为 60，且 | | 2AB 


， | | 1AC 


，

 2 1 cos60 1AB AC     
 

．

若 AP AB AC 
  

，且 AP AC
 

，则
2

( ) 1 0AP AC AB AC AC AB AC AC           
       

，

则实数 1   ，

故答案为： 1 ．

16．在平行四边形 ABCD中，AB BD ， 2 22 1AB BD  ，将此平行四边形沿对角线 BD折叠，使平面 ABD 

平面CBD，则三棱锥 A BCD 外接球的体积是 ．

【答案】
6


【解析】解：如图，



平面 ABD 平面CBD，平面 ABD平面CBD BD ， AB BD ， AB 平面 ABD，

AB 平面CBD，

BC  平面CBD，

AB BC  ，

同理可证CD AD ，

在Rt ABC 中， 2 2 2 2 2 2 2 22 1AC BC AB CD BD AB AB BD        ，所以 1AC  ，

取 AC 中点为O，连接OB，OD，

由直角三角形的性质可知，
1
2

OB AC ，
1
2

OD AC ，

又
1
2

OA OC AC  ，即O到 A， B，C ，D四点的距离相等，

O 为三棱锥 A BCD 外接球的球心，

1 1
2 2

R AC   ，

球的体积 34 1( )
3 2 6

V     ，

故答案为：
6

．

三、解答题：共 70分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤．第 17～21题为必考题，每个试题考

生都必须作答．第 22、23题为选考题，考生根据要求作答．（一）必考题：共 60分．

17．已知数列{ }na 满足 1 1a  ， 1
12 (1 ) ( *)n na a n N
n    ．

（1）求证：数列{ }n
a
n

是等比数列，并求数列{ }na 的通项公式；

（2）求数列{ }na 的前 n项和 nS ．

【答案】（1） 12n n

na  ；（2）
1

1

2 2
2

n

n n

nS




 
 .

【解析】（1）证明：因为 *
1

12 ,n n
na a n N
n


  ，所以 1 1

1 2
n na a
n n

  


，

又 1 1 0
1
a
  ，故数列{ }n

a
n

为首项为 1，公比为
1
2
的等比数列．



所以 1
1

1 11 ( )
2 2

nn
n

a
n


   ，故 12n n

na  ．

（2）因为 0 1 2 2 1

1 2 3 1
2 2 2 2 2n n n

n nS  


      ①，

2 3 1

1 1 2 3 1
2 2 2 2 2 2n n n

n nS 


      ②，

①、②式错位相减得：
1

2 1

11 ( )1 1 1 1 2 221 12 2 2 2 2 2 21
2

n
n

n n n n n

n n nS




  
        



化简整理得
1

1

2 2
2

n

n n

nS




 
 ．

18．4月 23日是世界读书日，其设立的目的是推动更多的人去阅读和写作，某市教育部门为了解全市中学

生课外阅读的情况，从全市随机抽取 1000名中学生进行调查，统计他们每日课外阅读的时长，如图是根

据调查结果绘制的频率分布直方图．

（1）求频率分布直方图中 a的值，并估计 1000名学生每日的平均阅读时间（同一组中的数据用该组区

间的中点值代表该组数据平均值）；

（2）若采用分层抽样的方法，从样本在 [60，80)[80，100]内的学生中共抽取 5人来进一步了解阅读情

况，再从中选取 2人进行跟踪分析，求抽取的这 2名学生来自不同组的概率．

【答案】（1）58；（2） 3
5
.

【解析】（1）由频率分布直方图可得， (0.0025 0.01 0.015 0.01) 20 1a      ，即 0.0125a  ，

这 1000名学生每日的平均阅读时间 10 0.05 30 0.2 50 0.25 70 0.3 90 0.2 58x            分钟．

（2）由频率分布直方图，可知样本在 [60，80)[80，100]内的学生频率分布为 0.3，0.2，

样本在[60，80)[80，100]采用分层抽样的比例为 3 : 2，

[60 ，80)抽取了 3人 a，b， c， [80，100]抽取了 2人 d， e，

则再从 5人中抽取 2人共有{ab， ac， ad， ae， bc，bd， be， cd ， ce， }10de 种不同的抽取方法，



抽取的 2人来自不同组共有{ae，bc， bd，be， cd ， }6ce 种，

抽取的 2人来自不同组的概率
6 3
10 5

P   ．

19．如图，在四棱锥 B﹣ACDE中，正方形 ACDE所在的平面与正三角形 ABC所在的平面垂直，点 M，N

分别为 BC，AE的中点，点 F在棱 CD上．

（1）证明：MN∥平面 BDE；

（2）若 AB＝2，点 M到 AF的距离为
30
5

，求 CF的长．

【答案】（1）证明见解析；（2）1.

【解析】（1）证明：取 BD的中点 G，连接 EG，MG，

∵M为棱 BC的中点，

∴MG∥CD，且 MG＝CD．

又 N为棱 AE的中点，四边形 ACDE为正方形，

∴EN∥CD，且 EN＝CD．

从而 EN∥MG，且 EN＝MG，于是四边形 EGMN为平行四边形，

则 MN∥EG．

∵MN⊄平面 BDE，EG⊂平面 BDE，

∴MN∥平面 BDE．

（2）解：过 M作 MI⊥AC于 I，

∵平面 ACDE⊥平面 ABC，∴MI⊥平面 ACDE，

过 I作 IK⊥AF于 K，连接 MK，则 MK⊥AF．

∵AB＝2，∴MI＝2
3 1 3
2 2 2

   ，∴MK 2 2 23 30
4 5

MI IK IK     ，



∴IK
3 5
10

 ，过 C作 CH⊥AF于 H，易知
3
4

IK AI
CH AC

  ，则 CH
3 5 4 2 5
10 3 5

   ，

∵CH
2

2
4

AC CF CF
AF CF


 


，

∴CF＝1．

20．已知椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

    的左、右焦点分别为 1( 1,0)F  ， 2 (1,0)F ，点
3(1, )
2

M 为椭圆C上一点．

（1）求椭圆C的方程；

（2）过点 1( 1,0)F  作动直线 l与椭圆交于 A，B两点，过点 A作直线 4x   的垂线垂足为 N，求证：直

线 BN 过定点．

【答案】（1）
2 2

1
4 3
x y

  ；（2）证明见解析.

【解析】（1） 1( 1,0)F  ， 2 (1,0)F ，点
3(1, )
2

M 为椭圆C上一点，

由椭圆定义可得 2 2 2 2
1 2

3 32 | | | | [1 ( 1)] ( 0) (1 1) ( 0) 4
2 2

a MF MF            ，

2a  ，

1c  ，

2 2 2 4 1 3b a c      ，

椭圆方程为
2 2

1
4 3
x y

  ．

（2）证明：设直线 l的方程为 1x my  ， 1(A x ， 1)y ， 2(B x ， 2 )y ， 1( 4, )N y ，



联立直线 l与椭圆方程 2 2

1

1
4 3

x my
x y
 




 

，可得 2 2(4 3 ) 6 9 0m y my    ，

运用韦达定理，可得 1 2 2

6
4 3

my y
m

 


①， 1 2 2

9
4 3

y y
m





②，

1( 4, )N y ，

直线 BN 的方程为 1 ( 4)BNy y k x   ，即 1( 4 )BN
BN

yy k x
k

   ③，

又 2 1 2 1 2 1

2 2 24 ( 1) 4 3BN
y y y y y yk
x my my
  

  
   

，

 1 1 2 1 2 1

2 1 1 2 1

( 3) 3
2BN

y y my my y y
k y y y y y

 
 

  
④，

将①、②式代入④式化简得 1 3
2BN

y
k

  ⑤，

⑤代入③化简得直线 BN 的方程为
5( )
2BNy k x  ，

故直线 BN 过定
5( ,0)
2

D  ，即得证．

21．已知 0x  为函数 ( ) xf x e kx  的极值点．

（Ⅰ）求 k的值；

（Ⅱ）若 (0, )x   ， 2( ) ( 1) 1f x x a x     ，求实数 a的取值范围．

【答案】（Ⅰ）1；（Ⅱ） 1a .

【解析】（Ⅰ） ( ) xf x e k   ， 0(0) 0f e k    ，解得 1k  ，

经检验， ( )f x 在 ( ,0) 递减，在 (0, ) 递增， 0x  为 ( )f x 的极小值点，符合题意，因此， 1k  ．

（Ⅱ） (0, )x   ， 2 1 0xe x ax    ，

设 2( ) 1xg x e x ax    ，其中 (0) 0g  ， ( ) 2xg x e x a    ， ( ) 2xh x e x a   ， ( ) 2 0xh x e    ，

( )h x 在 (0, ) 递增， ( ) (0) 1h x h a   ．

（1）当1 0a 时，即 1a ， ( ) 0g x ， ( )g x 在 (0, ) 递增， ( ) (0) 0g x g  符合题意，所以 1a ；

（2）当1 0a  时，即 1a  ， 0 (0, )x   ， 0( ) 0g x  ，

在 0(0, )x 上， ( ) 0g x  ， ( )g x 在 0(0, )x 递减，

所以 0(0, )x x 时， ( ) (0) 0g x g  不符合题意；

综上，实数 a的取值范围为 1a ．



（二）选考题：共 10分．请考生在第 22、23题中任选一题作答．如果多做，则按所做的第一题计分．[选

修 4-4：坐标系与参数方程]（10分）

22．在直角坐标系 xOy 中，曲线C的参数方程为
2cos

(
2 2sin

x
y







  
为参数），以原点O为极点，轴的正半

轴为极轴建立极坐标系，直线 l的极坐标方程为 cos( ) 3
3


    ．

（1）求曲线C的极坐标方程和直线 l的直角坐标方程；

（2）设射线 ( 0)
6


    与直线 l交于点 A，点 B在曲线C上，且
3

AOB 
  ，求 | |AB ．

【答案】（1） 4sin  ； 3 2 3 0x y   .（2）2.

【解析】（1）曲线C的普通方程 2 2( 2) 4x y   ，将 cosx   ， siny   代入，

整理得 4sin  ，即为曲线C的极坐标方程．

对于直线 l， 1 3(cos sin ) 3
2 2

      ，将 cosx   ， siny   代入，

整理得 3 2 3 0x y   ，即为直线 l的直角坐标方程．

（2）把
6


   代入直线 l的极坐标方程得 (2, )
6

A 
 ，

射线OB的极坐标方程为
6 3
 

    ，即
6


  ．

把
6


  代入曲线C的极坐标方程，得 (2, )
6

B 
，


3

AOB 
  ， AOB 为等边三角形，

| | 2AB  ．

23．已知函数
1( ) | |
2 2

xf x x   ，
3( ) | |

2 2
ag x x    ．

（1）当 2a   时，求不等式 ( ) ( )f x g x 的解集；

（2）设 1a   ，且当
1[ , )

2 2
ax  时， ( ) ( )f x g x ，求 a的取值范围．

【答案】（1）{ | 0 2}x x  ；（2） 4( 1, ]
3

 .

【解析】（1）函数
1( ) | |
2 2

xf x x   ，
3( ) | |

2 2
ag x x    ，

当 2a   时，不等式 ( ) ( )f x g x ，即
1 3| | | 1| 0
2 2 2

xx x      ，



设
1 3| | | 1|
2 2 2

xy x x      ，

当
1
2

x  时，
1 3 51 0
2 2 2 2

x xy x x         ，解得
10
2

x  ，

当
1 1
2

x 时，
1 31 1 0
2 2 2 2

x xy x x          ，解得
1 1
2

x ，

当 1x  时，
1 3 31 3
2 2 2 2

x xy x x        ，解得1 2x  ，

综上所述， ( ) ( )f x g x 的解集为{ | 0 2}x x  ．

（2）设 1a   ，且当
1[ , )

2 2
ax  时，

1 1 3( )
2 2 2 2

x xf x x     ，
3 3( )

2 2 2
a ag x x x 

       ，

( ) ( )f x g x  ，即
1 3 3
2 2 2

x ax 
   ，

2x a  ，对
1[ , )

2 2
ax  内恒成立，

2minx a  ，

 2
2
a a  ，解得

4
3

a ，

a 的取值范围为
4( 1, ]
3

 ．


