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2017 年浙江省高中数学竞赛 

一、填空题：本大题共 10 个小题,每小题 8分,共 80 分. 

1.在多项式
3 10( 1) ( 2)x x  的展开式中

6x 的系数为          ． 

2.已知
27 1

log (5 3) log 5
a

a


  ,则实数a           ． 

3.设
2( )f x x ax b   在 0,1 中有两个实数根,则

2 2a b 的取值范围为          ． 

4.设 x , y R ,且
2 2 2 2 2 2sin cos cos cos sin sin

1
sin( )

x x x y x y

x y

  



,则

x y            ． 

5.已知两个命题,命题 p :函数 ( ) logaf x x ( 0x  )单调递增；命题q ：函数

2( ) 1g x x ax   （ x R ）．若 p q 为真命题， p q 为假命题，则实数a 的取值范围

为          ． 

6.设 S 是
5

(0, )
8

中所有有理数的集合，对简分数
q

S
p
 ，( , ) 1p q  ，定义函数

1
( )
q q

f
p p


 ，

则
2

( )
3

f x  在 S 中根的个数为          ． 

7.已知动点P ，M ，N 分别在 x 轴上，圆
2 2( 1) ( 2) 1x y    和圆

2 2( 3) ( 4) 3x y   

上，则 | | | |PM PN 的最小值为          ． 

8.已知棱长为 1的正四面体P ABC ，PC 的中点为D，动点E 在线段 AD上，则直线BE

与平面 ABC 所成的角的取值范围为          ． 

9.已知平面向量a ，b ， c ，满足 | | 1a  ， | | 2b  ， | | 3c  ，0 1  ，若 0b c  ，则

| (1 ) |a b c    所有取不到的值的集合为          ． 

10.已知
2

2 , 0,
( )

1, 0,

x x
f x

x x

 
 

 
方程

2 2( ) 2 1 | ( ) 2 1 | 2 *4 0f x x f x x a       有三个

根 1 2 3x x x  ．若 3 2 2 12( )x x x x   ，则实数a           ． 

二、解答题：本大题共 5个小题，满分 120分，将答案填在答题纸上） 
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11.设
2

1( ) 32f x x  ，
2

1

16
( ) ( )

3
n nf x x f x   ， 1n  ，2，…．对每个n ，求 ( )nf x 3x

的实数解． 

12.已知椭圆
2 2

1
6 2

x y
  的右焦点为F ，过 F 的直线 ( 2)y k x  交椭圆于P ，Q两点

( 0)k  ．若PQ的中点为原点，直线ON 交直线 3x  于M ． 

（1）求 MFQ 的大小； 

（2）求
PQ

MF
的最大值． 

13.设数列 na 满足： 1| 2 | 2n na a   ， | | 2na  ，n 1,2,3，…． 

证明：如果 1a 为有理数，则从某项后 na 为周期数列． 

14.设 1a ， 2a ， 3a ； 1b ， 2b ， 3b Z  ，证明：存在不全为零的数 1 ， 2 ，  3 0,1,2  ，

使得 1 1 2 2 3 3a a a    和 1 1 2 2 3 3b b b    同时被 3整除． 

15.设  1 2, , na a a  …, 为 1,2, ,n… 的一个排列，记
1

1

( )
n

i i

i

F a a 



 ， 1 1na a  ，求

min ( )F  ． 
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2017 年浙江省高中数学竞赛答案 

一、填空题 

1. 4128     2.2 3. 0,2  4.2
2

k


  （ k Z ） 5. ( 2,1] [2, )       

6.5         7.2 10 3 1     8.
14

0,arctan
7

 
 
 

 9.
6

( , 13 1) (4, )
13

        10.
17 3

2


 

三、解答题 

11.证明：利用数学归纳法． 

（1） 2x  是 ( ) 3nf x x 的解．  

当 1n  时， 2x  是
2

1( ) 32f x x  3x 的解. 

当n k 时，设 (2) 6kf  ，则 1

16
(2) 4 (2) 6

3
k kf f    . 

由此可得 2x  是 ( ) 3nf x x 的解（对于所有的n ）. 

（2）当 2x  时，
23

( ) 3
2

nf x x x  ． 

当 1n  时，
2 2

1

3
( ) 32 3 ( 2)

2
f x x x x x     ． 

当n k 时，设
23

( ) 3
2

kf x x x  ，则
2 2 2

1

16
( ) ( ) 8 3

3
k kf x x f x x x x      ． 

由此可得 2x  都不是 ( ) 3nf x x 的解（对于所有的n ）． 

（3）当0 2x  时， ( ) 3nf x x ． 

当 1n  时，
2 2 2

1( ) 32 8 3f x x x x x     （0 2x  ）. 
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当n k 时，设 ( ) 3kf x x ，则
2 2

1

16
( ) ( ) 1 3

3
k kf x x f x x x      ． 

由此可得0 2x  都不是 ( ) 3nf x x 的解（对于所有的n ）． 

因此，对每个n ， ( ) 3nf x x 的实数解为 2x  ． 

12.解：（1）联立

2 2

1,
6 2

( 2),

x y

y k x


 


  

可得
2 2 2 2(3 1) 12 12 6 0k x k x k     ． 

设 P 点的坐标为 ( , )p px y ，Q点的坐标为 ( , )q qx y ， 

则
2

2

12

3 1
p q

k
x x

k
 


，

2

2

12 6

3 1
p q

k
x x

k





．  

于是有
2

4
( ) 4

3 1
p q p q

k
y y k x x k

k


    


．  

因为PQ的中点为 N ，所以
2

2 2

6 2
( , )
3 1 3 1

k k
N

k k



 
，因此ON 的斜率

1

3
ONk

k
  ， 

因为直线ON 交直线 3x  于M ，所以
1

(3, )M
k

 ，故MF 的斜率为
1

MFk
k

  ， 

即得 1MF PQk k   ，因此MF 与PQ垂直，
2

MFQ


  ． 

（2）

2 2 2

2 2 2

2

( ) ( )
( ) ( )

1
1

p q p q

p q

x x k x xPQ
I k x x

MF

k

  
   



2 2( ) 4p q p qk x x x x      

4 2
2

2 2 2

144 2 1
24

(3 1) 3 1

k k
k

k k

 
  

  

2
2

2 2

1
24

(3 1)

k
k

k





． 

令
23 1u k  ，则

2

( 1)( 2)
8

3

u u
I

u

 
 2

2

16 1 1 1 16 1 1 9
( ) ( )

3 2 2 3 4 16u u u

 
        

 
， 

由于
23 1 1u k   ，故

1
0 1

u
   .  

因此 max 3I  （当 4u  时取到最大值，也即 1k   ）． 

综上所述，
PQ

MF
的最大值为 3 ． 
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13.证明：（1）若 1a 为有理数，则 na 为一个有理数数列． 

（2）对于任意的n ，设
n

y
a

x
 ， ( , ) 1y x  ，由已知条件，有且仅有下述一个等式成立： 

1

2 2
2 2n n

y x
a a

x



   或

1

2 2
2 2n n

y x
a a

x



   ． (*) 

na 与 1na  有相同的分母（不进行约分）． 

（3）设
1

q
a

p
 ， ( , ) 1p q  ，则 n

n

b
a

p
 ， nb 为整数，由于 | | 2na  ，n 1，2,3，…，因

此 2 2np b p   ． 

（4）若存在两个自然数 k l ，使得 k la a ，则由（2）中得到的（*）递推公式以及 | | 2na  ，

n 1,2,3，…，可得 na 从第 k 项开始是一个周期数列，周期为 l k ． 

（5）由（3）可知对于任意的n ， nb 的值只有4 1p （有限个），故总能找到 k l ，使得 k lb b ，

从而有 k la a ． 

综上所述，如果 1a 为有理数，则从某项后 na 为周期数列． 

14.证明：不妨设 (mod3)i ka k ， (mod3)i ib l ， ik ，  0,1,2il  ， 1,2,3i  ．则要证

明结论正确，只要证明存在不全为零的数 1 ， 2 ，  3 0,1,2  ，使得

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3(mod3) 0(mod3)k k k l l l           ．(*) 

记 1 2 2 1 (mod3)k l k l c  ，这里  0,1,2c ． 

情形（1）当 0c  时，则 1 1 0k l  ，或者 1k ， 1l 不全为零． 

若 1 1 0k l  ，则取 1 1  ， 2 3 0   ，有（*）式成立． 

若 1k ， 1l 不全为零，不妨设 1 0k  ，则取 1 2k  , 2 1k   , 3 0  ,且 

1 1 2 2 3 3 2 1 1 2

1 1 2 2 3 3 2 1 1 2

0(mod3),

0(mod3),

k k k k k k k

l l l k l k l

  

  

    


    
即(*)式. 

情形（2）当 1c  或 2 时，即
2 1(mod3)c  ． 
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记 2 3 3 2 1( ) (mod3)c k l k l c  ， 3 1 1 3 2( ) (mod3)c k l k l c  ，这里 1c ，  2 0,1,2c  ． 

令 1 1c  ， 2 2c  ， 3 1  ，则 1 ， 2 ， 3  0,1,2 且不全为零，且

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3k k k c k c k k       2 3 3 2 1 3 1 1 3 2 3( ) ( ) (mod3)c k l k l k c k l k l k k    

3 2 1 1 2 3( ) (mod3)ck k l k l k   2

3(1 ) (mod3) 0(mod3)c k   ， 

类似可以证明 1 1 2 2 3 3 0(mod3)l l l     ． 

综上所述，可以取到不全为零的数 1 ， 2 ，  3 0,1,2  ，使得（*）式成立． 

15.解：问题等价于圆周上放置n 个数，使得相邻数的乘积之和为最小，最小值记为 nT ． 

不妨设 1a n ，则数字 1必与它相邻，否则设 1ja  （ 2j  ，n ），则可将 2a ， 3a ，…， ja

的数字改变为 ja ， 1ja  ，…， 2a 上的数字，则相邻数的乘积和的该变量为 

1 2 1 1 2 1 1 1 2( )( ) 0j j j j j ja a a a a a a a a a a a         ． 

于是可确定 2 1a  ．再说明数字 2也必与数字n 相邻，即 2na  ． 

事实上，若 2ja  （ j n ），则交换 na ， 1na  ，…， ja 为 ja ， 1ja  ，…， na ，此时的目

标改变值为 

1 1 1 1 1 1( )( ) 0j n j n j j j j na a a a a a a a a a a a         ．  

因此目标取到最小值时， 1a n ， 2 1a  ， 2na  ．由此出发，依次可得 3 1a n  ，

1 2na n   ． 在已安排好的两端数字，若剩下的数比两端数字都小，则在剩下的数中找

两个最小的数字，按小对大，大对小放置；若剩下的数比两端数字大，则在剩下的数字中找

两个最大的数，按大对小，小对大放置．由此规律即得 4 3a  ， 2 4na   ， 5 3a n  ，

3 4na n   ，…． 

下面用递推法计算 nT ．  

考虑 2n 个数字，我们在 nT 的数字排序中，将每个数字加 1，再放置 1， 2n 这两个数字，
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在 2 ， 1n 的中间插入 2n ，1，即可得到 2nT  ． 

因此， 2 ' ( 1) ( 2) 2( 2) 2( 1)n nT T n n n n          ， 

其中
1

1

' ( 1)( 1) ( 2)
n

n i i n

i

T a a T n n



      ， 

由此可得
2

2 4 5n nT T n n     ， 

可以推出

3 2

3 2

1 1 5
1, 2 ,

6 2 6

1 1 5 1
, 2 1.

6 2 6 2

n

n n n n m

T

n n n n m


   

 
     


 

 


