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江西省五市九校协作体 2023 届第一次联考数学（理科）试卷答案

三．

答

题：

17.

解

（1）数列{ }na 是递增的等比数列，且 4 6 40a a  ， 5 16a  ，


4 6

4 6
2

4 6 5

40

256

a a
a a
a a a

 
 
  

，

4a ， 6a 是方程 2 40 256 0x x   的两个根，

解方程 2 40 256 0x x   ，

得 4 8a  ， 6 32a  ，
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（2）由（1）得： 1(1 ) 1 2 2 1
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     ，

数列{ }nb 的前n项和：

1

1 1 1 1 1 1 11
3 3 7 7 15 2 1 2 1n n nT        

  1

11
2 1n 


1 ，且 2021nT m  对一切 *n N 成立，

2021 1m  � ，解得 2022m� ，

最小正整数m为 2022．

18.（1）证明：取 EC的中点G，连接BD交 AC 于N ，连接GN，GF ，

因为 ABCD是菱形，所以 AC BD ，且N 是 AC 的中点，
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所以 //GN AE且 1
2

GN AE ，又 //AE BF ， 2 2AE BF  ，

所以 //GN BF 且GN BF ，所以四边形 BNGF 是平行四边形，

所以 //GF BN ，

又 EA 平面 ABCD，BN 平面 ABCD，所以 EA BN ，

又因为 AC EA A ， ,AC EA平面 EAC ，

所以NB 平面 EAC ，所以GF 平面 EAC ，

又GF 平面EFC ，所以平面EFC 平面 EAC ；

（2）解：取CD的中点H ，由四边形 ABCD是菱形， 60ABC  ，则 60ADC  ，

ADC 是正三角形， AH CD  ， AH AB  ，又 AE 平面 ABCD，

所以以A 为原点， AH ， AB， AE为坐标轴建立空间直角坐标系，

设在棱 EC上存在点M 使得平面MBD与平面 ABCD的夹角为45，

则  3, 1,0D  ，  0,2,0B ，  3,1,0C ，  0,0,2E ，  0,2,1F ，  0,0,0A ，

则设    3,1, 2 3 , , 2EM EC        
 

，  3 , ,2 2M     ，

所以  3 3, 1,2 2DM      


，  3 , 2,2 2BM     


，  3, 1,0BC  


，  0,0,1BF 


，

设平面DBM 的一个法向量为 (n x


， y， )z ，
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则
0
0

n DM
n BM
  


 


 ，即

( 3 3) ( 1) (2 2 ) 0

3 ( 2) (2 2 ) 0

x y z

x y z

  

  

      


    
，令 3x  ， 1y  ，

得
2 13,1,

1
n 


    



平面 ABCD的法向量可以为  0,0,1m 


，

2

2 1
| | 21| cos , |
| | | | 22 14

1

m nn m
m n








     
     

  
  ，解得

3
4

  ，

所以
3 3 3 1, ,
4 4 2

M
 
  
 

，则
3 1 1, ,
4 4 2

CM
 

    
 



设平面 BCF 的一个法向量为  , ,u a b c


，

则
0
0

u BC
u BF
  


 


 ，即

3 0
0
a b

c
  



，取 1a  ，得  1, 3,0u 


，

所以点M 到平面 BCF 的距离
3
4

u CM
d

u


 

 

 .

19.（1）由频率分步直方图得，得分为 17，18 的人数分别为 6 人，12 人，

所以两人得分之和不大于 35 分为两人得分均为 17 分，或两人中 1 人 17 分 1 人 18

分，

所以
2 1 1
6 6 12

2
100

29
1650

C C CP
C


  .

（2） 160 0.06 170 0.12 180 0.34 190 0.30 200 0.1 210 0.08 185x             

又 2 169, 13   ，所以正式测试时， 195, 13   ，所以 182   ，

①所以
1 1( 182) 0.6826 0.8413
2 2

P X      ，所以0.8413 1000 841.3 841   人；

②由正态分布模型，任取 1 人，每分钟跳绳个数 195 以上的概率为 1
2 ，即

1~ 3,
2

Y B 
 
 

，

所以
0 3 1 2

0 1
3 3
1 1 1 1 1 3( 0) C 1 , ( 1) C 1
2 2 8 2 2 8

P Y P Y                     
       

，

所以
2 1 3 0

2 3
3 3
1 1 3 1 1 1( 2) C 1 , ( 3) C 1
2 2 8 2 2 8

P Y P Y                     
       

，
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所以Y 的分布列为

Y 0 1 2 3

P
1
8

3
8

3
8

1
8

所以 1 3 3 1 3( ) 0 1 2 3
8 8 8 8 2

E Y          .

20（1）

设椭圆C的右焦点为 2F ，连接 2PF ， 2QF

根据椭圆的对称性可知 1 2QF PF ，四边形 1 2PFQF 为平行四边形.

又 1 13PF QF ，所以 21 3PF PF

而 1 2 2PF PF a  ，所以 1
3
2
aPF  ， 2 2

aPF 

在四边形 1 2PFQF 中， 1
1cos
3

PFQ   ，

所以  1 2 1 1
1cos cos cos
3

F PF PFQ PFQ       ，

在 1 2PF F△ 中，根据余弦定理得

2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 22 cosFF PF PF PF PF FPF    

即  
2 2

2 3 3 12 2
2 2 2 2 3
a a a ac            

   

化简得 2 22a c .
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所以椭圆C的离心率 2
2

ce
a

  ；。。。。。。5 分

（2）

因为椭圆C的上顶点为  0, 2D ，所以 2b  ，所以 2 2 2 24a b c c    ，

又由（1）知 2 22c a ，解得 2 8a  ，

所以椭圆C的标准方程为
2 2

1
8 4

x y
  .

在 ABD△ 中， 2AMD ABD   ， AMD ABD BDM     ，

所以 ABD BDM   ，从而 DM BM ，

又M 为线段 AB的中点，即
1
2

BM AB ，所以
1
2

DM AB ，

因此 90ADB  ，从而 0DA DB 
 

，

根据题意可知直线 l的斜率一定存在，设它的方程为 y kx m  ，  1 1,A x y ，  2 2,B x y ，

联立 2 2

1
8 4

y kx m

x y

 



 
消去 y得  2 2 22 1 4 2 8 0k x kmx m     ①，

    2 2 24 4 2 8 2 1 0km m k      ，

根据韦达定理可得 1 2 2

4
2 1
kmx x
k

 


，
2

1 2 2

2 8
2 1
mx x
k





，

所以           22
1 1 2 2 1 2 1 2, 2 , 2 1 2 2DA DB x y x y k x x k m x x m           

 

     
2

22
2 2

2 8 41 2 2
2 1 2 1
m kmk k m m
k k

           

所以      
2

22
2 2

2 8 41 2 2 0
2 1 2 1
m kmk k m m
k k

           
，

整理得   2 3 2 0m m   ，解得 2m  或
2
3

m   .

http://www.zizzs.com


专注中学拔尖人才培养

6 官方微信公众号：zizzsw 咨询热线：010-5601 9830

官方网站：www.zizzs.com 微信客服：zizzs2018

又直线 l不经过点  0,2 ，所以 2m  舍去，

于是直线 l的方程为 2
3

y kx  ，恒过定点
20,
3

  
 

，

该点在椭圆C内，满足关于 x的方程①有两个不相等的解，

所以直线 l恒过定点，定点坐标为
20,
3

  
 

.。。。。。。12 分

21．(1)
10,
e

 
 
 

；

(2)【分
析

】(1)  f x 在  0,  内有两个不同的极值点 1x 、 2x ，等价于  f x 在  0,  内有两个

不同的零点 1x 、 2x .研究  f x 的单调性和零点情况即可求出 a 的范围；

(2)设 1 2
10 x x
a

   ，由(1)知 1 1ln 0x ax  且 2 2ln 0x ax  ，则 1 2 1 2

1 2 1 2

ln ln ln lnx x x xa
x x x x


  

 ，将 a= 1 2

1 2

ln lnx x
x x



代入要证的不等式 1 2
mx x
a

  ，可将不等式化为
1 1

2 2

1

2

1 ln
0

1

x x
x x

mx
x

 
 

   


，令  1

2

0,1xt
x

  ，则不等式

化为
1ln 0
1

tt m
t


 
 ，问题转化为   1ln 0

1
tg t t m
t


  
 在(0，1)恒成立即可．

(1)

函数  f x 定义域为  0,  ，

 f x 在  0,  内有两个不同的极值点 1x 、 2x ，等价于   lnf x x ax   在  0,  内有两个不同的

零点 1x 、 2x ．设   lnh x x ax  ，由   1 axh x
x
  ，

当 0a  时，   0h x  ，  h x 在  0,  上单调递增，至多只有一个零点，不符题意；

当 0a  时，在
10,
a

 
 
 

上   0h x  ，  h x 单调递增；在
1 ,
a

  
 上   0h x  ，  h x 单调递减，

∴当
1x
a

 时，  max
1 ln 1f x f a
a

      
 

，函数  f x 有两个零点，则必有 max( ) 0f x  ，

即 ln 1 0a   ，解得
10
e

a  ．

易证 lnx x ，证明如下：令   lnm x x x  ，   1 1 2
22
xm x

x xx


    ，

当  0,4x 时，   0m x  ，  m x 单调递减，当  4,x   时，  m x 单调递增，
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故    min 4 2 ln 2 0m x m    ，故   ln 0m x x x   ，得证．∴ 2 2

1 1 1 1 1ln 0f
a a a a a

       
 

，又  1 0f a    ，

∴  f x 在
11,
a

 
 
 和 2

1 1,
a a

 
 
 上各有一个零点 1x 、 2x ，此时：

x 1(0, )x 1x 1 2( , )x x 2x 2( , )x 

( )f x  0  0 

( )f x ↓ 极小值 ↑ 极大值 ↓

故  f x 在定义域内有两个不同的极值点 1 2x x， 时，a 的范围为
10
e

a  ；

(2)

方法 1：由(1)可知 1 2x x， 是   lnh x x ax  的两个零点，不防设 1 2
10 x x
a

   ，

由 1 1ln 0x ax  且 2 2ln 0x ax  ，得 1 2 1 2

1 2 1 2

ln ln ln lnx x x xa
x x x x


  

 ．

∵      
1 1

1 2 1 2 2 2
1 2

11 2

2

1 ln
ln ln

0 0 *
1

x x
x x x x x xmx x m mxa x x

x

 
           

 
．

令  1

2

0,1xt
x

  ，则    1* ln 0 **
1

tt m
t


  
 ，

记   1ln 0
1

tg t t m
t


  
 ，  0,1t ，

则    
 

2

2

2 1 1

1

t m t
g t

t t

  
 

 ，令    2 2 1 1p t t m t    ，0 2m  ．

又  2Δ 4( 1) 4 4 2 0m m m      ，则   0p t  ，即   0g t  ，

∴  g t 在  0,1 上单调递增，故    1 0g t g  ，即  ** 成立．

∴不等式 1 2
mx x
a

  成立．

方法 2：欲证 1 2
mx x
a

  ，由0 2m  ，
10
e

a  ，则只需证： 1 2
2x x
a

  ．

不妨设 1 2
10 x x
a

   ，

则 1 1ln 0x ax  且 2 2ln 0x ax  ，则 1 2 1 2

1 2 1 2

ln ln ln lnx x x xa
x x x x


  

 ，
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∴      
1 1

1 2 1 2 2 2
1 2

11 2

2

1 ln
ln ln2 2 0 2 0 *

1

x x
x x x x x x

x x xa x x
x

 
           

 
，

令  1

2

0,1xt
x

  ，则      2 1
* ln 0 **

1
t

t
t


  


，记    2 1
ln

1
t

g t t
t


 


，  0,1t ，

由    
 

2

2

1
0

1

t
g t

t t


  


，即  g t 在  0,1 上单调递增，故    1 0g t g  ，即  ** 成立.故 1 2

mx x
a

  ．

【点睛】本题第一问关键是找到 x=1 和 x= 2

1
a ，判断 2

1 0f
a

   
 

，  1 0f   ，从而根据零点

存在性定理判断  f x 在
11,
a

 
 
 和 2

1 1,
a a

 
 
 上各有一个零点；第二问的关键是利用 1 2x x， 是

  lnf x x ax   的两个零点用 1 2x x， 替换 a，再利用换元  1

2

0,1xt
x

  将双变量转化为单变量进

行证明．

22．(1) 4sin , ,
3 6 3
                

；

(2) 6 2,
4
  

 
.

【分析】（1）求得OQ的直角坐标方程，再转化为极坐标方程即可；

（2）求得曲线C的普通方程，结合OQ的直角坐标方程，求得交点的直角坐标，再转化

为极坐标即可.

【详解】（1）对点 2,
6
  

 
P ，设其直角坐标为  ,x y ，则 2cos 3, 2sin 1

6 6
x y             

   
，

即其直角坐标为  3, 1 ，

故OQ在直角坐标系下的方程为：      
2 23 1 4, 0, 3 , 0,1x y x y        ，

由 cos , sinx y     可得： 2 3 cos 2sin 4sin
3
         

 
，

故OQ的极坐标方程为： 4sin , ,
3 6 3
                

.

（2）由题可得曲线C的普通方程为： 3 2y x   ，联立    
2 23 1 4x y    ，

可得 2 2 3 2 0x x   ，解得 3 1x   或 3 1 ，又 0, 3x     ，故 3 1x   ，则 3 1y   ，

即曲线 C 与OQ交点的直角坐标为  3 1, 3 1  ，设其极坐标为  ,  ，
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则    2 2
3 1 3 1 6 2       ， 4

  ，

即曲线 C 与OQ交点的极坐标为 6 2,
4
  

 
.

23、

（1）当 a＝3 时， ( ) 2f x  即为 | 1 | | 2 3 | 2x x    ，

等价于
3
2

1 2 3 2

x

x x

 

    

或
31
2

1 3 2 2

x

x x

  

    

或
1

1 3 2 2
x

x x


    
，

解得
3 2
2

x  或
31
2

x  或
2 1
3

x  ，

则原不等式的解集为
2[ ,2]
3 ；。。。。。。5 分

（2）不等式 | 1 | ( ) 3x f x   的解集非空等价于 | 2 2 | | 2 | 3x x a    有解．

由 | 2 2 | | 2 | | 2 2 2 | | 2 |x x a x a x a         ，

（当且仅当 (2 2)(2 ) 0x x a   时取得等号），

所以 | 2 | 3a   ，解得 1 5a   ，故 a 的取值范围是 ( 1,5) ．。。。。。。10 分
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