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2017 年全国高中数学联合竞赛广东赛区选拔赛试卷 

参考答案及评分标准 
 

说明： 

1. 评阅试卷时, 请依据本评分标准. 填空题只设 8 分和 0 分两档; 其他各题

的评阅, 请严格按照评分标准的评分档次给分, 不要增加其他中间档次. 

2. 如果考生的解答方法和本解答不同, 只要思路合理、步骤正确, 在评卷时

可参考本评分标准适当划分档次评分, 解答题中第 9 小题 4 分为一个档

次, 第 10、11 小题 5 分为一个档次, 不要增加其他中间档次. 
 

一、填空题：本大题共 8 小题，每小题 8 分，共 64 分.  

1. 已知数列 a0，a1，a2，…，an，…满足关系式(2－an+1)(4+an)=8，且 a0=2，则 

n

∑
i=0

1
ai
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【答案】 2
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【解析】
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2. 圆锥曲线 0|3|102622  yxyxyx 的离心率是_____ . 

【答案】 2 . 

【解析】原式变形为 |3|)1()3( 22  yxyx ，即 2 2( 3) ( 1)x y     

2

|3|
2

 yx
．所以动点 ),( yx 到定点 ( 31) ，的距离与它到直线 03  yx 的距离 

之比为 2 ．故此动点轨迹为双曲线，离心率为 2 ． 

 

3. 设 )(xf 是定义在R 上的奇函数， 2)1( f ，当 0x 时， )(xf 是增函数，且对任

意的 x、 Ry ，都有 )( yxf  )()( yfxf  ，则函数 )(xf 在[-3,-2]上的最大值是_____. 

【答案】 4 . 

【解析】 
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 4. 设 nm, 均为正整数，则 
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【答案】1 或 0. 

【解析】因为 1,,1,0,
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分别是多项式 1mx 与 1nx 的根，因此当 1,1  nm 时由根与系数的关系可得： 
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而当 1m 时 .1
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5. 已知点P 在圆
4

1
)2(: 22  yxC 上运动，点Q在曲线 )21,0(2  xaaxy

上运动，且 || PQ 的最大值为
2

9
，则 a _____ . 

【答案】 .
2

1-3
 

【解析】连接QC 并延长交圆于点D，则 |||||||||||| QDCDQCCPQCPQ  ，所以

|| PQ 的最大值等于 || CP 的最大值与圆的半径之和，由于 

21,4)14()2(||)( 2422222  xxaxaaxxCPxf ， 

)2(8161645)1( 22  faaaaf ，因此 2x 时， || CP 取得最大值，

于是：
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6. 已知  ,, 是一个三角形的三个内角，如果  coscoscos  取得最大值，则

  sinsinsin ______________. 

    【答案】 .
2

33
 

【解析】若  ,, 中至少有两个不等，不妨设   ，则 
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因 此 当 且 仅 当
3


  时 ，  c o sc o sc o s  取 得 最 大 值 ， 故 ：

2

33
s i ns i ns i n   . 

 

    7. 从各位数字两两不等且和为 10 的所有四位数中任取两个数，则 2017 被取到的可能
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性为_____ . 

【答案】 .
48

1
 

【解析】方程 90,10 43214321  xxxxxxxx 的整数解有且仅有

)4,3,2,1(),5,3,2,0(),5,4,1,0(),6,3,1,0(),7,2,1,0(),,, 4321 xxxx（ ，因此符合条件的四位数恰有：

96!4!34 1

3 C （个），故所求概率为
48

1
2

96

1

95 
C

C . 

 

8. 已知 S 是正整数集合的无穷子集，满足对任何 SabcScba  ,,, ，将 S 中的元素按

照由小到大的顺序排列成的数列记为 }{ na ，且已知
4061

20311 2,2  aa ，则

2017a _____ . 

【答案】
40332 . 

    【解析】由题意对任何 SabcScba  ,,, 可知： 

12031,242 121-n   nn
 

都是序列 }{ na 中的项，所以
40332016

2017 242 a . 

 

二、解答题：本大题共 3 小题，共 56 分, 解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤. 

    9.（本小题满分 16 分）设直线 :l y x b  与椭圆 C: 1
925

22


yx

不相交。过直线 l 上

的点P 作椭圆 C 的切线PM 、 PN ，切点分别为M 、 N ，联结 .MN  

 

（1）当点P 在直线 l 上运动时，证明：直线MN 恒过定点Q； 

（2）当MN ∥ l 时，定点Q平分线段 .MN  

证明：（1）设  00 , yxP 、  11, yxM 、  22 , yxN . 则椭圆过点M 、 N 的切线方程

分别为 

1
925

11 
yyxx

， 1
925

22 
yyxx

. 

因为两切线都过点P ，则有 

1
925

0101 
yyxx

， 1
925

0202 
yyxx

. 
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这表明 M 、 N 均在直线 1
925

00 
yyxx

   ①上.由两点决定一条直线知，式①就是直线

MN 的方程，其中  00 , yx 满足直线 l 的方程.         --------------------------------------- 4 分 

当点P 在直线 l 上运动时，可理解为 0x 取遍一切实数，相应的 0y 为 

0 0y x b   

代入①消去 0y 得 0 0 1 0
25 9

x x x b
y


                      ② 

对一切 Rx 0 恒成立. 变形可得            

    0 ( ) ( 1) 0
25 9 9

x y b
x y    ，对一切 Rx 0 恒成立.   故有

0
25 9

1 0
9

x y

b
y


 


  


 

由此解得直线MN 恒过定点
25 9

( , )Q
b b

 .              --------------------------------------- 8 分 

（2）当MN ∥ l 时，由式②知 0 0

25 9

x x b
b


    解得 0

25

34
x b   

代入②，得此时MN 的方程为
34

y x
b

               ③ 

将此方程与椭圆方程联立，消去 y 得 

2
2

2

34 68 34
1 0

25
x x

b b
                     --------------------------------------- 12 分 

由此可得，此时MN 截椭圆所得弦的中点横坐标恰好为点
25 9

( , )Q
b b

 的横坐标，即 

1 2

68

1 1 25
( )

342 2

25

bx x x
b

       

代入③式可得弦中点纵坐标恰好为点
25 9

( , )Q
b b

 的纵坐标，即 

25 34 9
y

b b b
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这就是说，点
25 9

( , )Q
b b

 平分线段MN .          --------------------------------------- 16 分 

 

    10.（本小题满分 20 分）已知函数
44

716
)(






x

x
xf ，数列{ na }、{ nb }满足 01 a ， 01 b ，

)( 1 nn afa ， )( 1 nn bfb ， .3,2 n  

（1）讨论数列{ na }的单调性； 

（2）求证： 1 13

1
| | | |, 1,2,3 .

8
n n n

b a b a n


      

 

所以 1
1 2 1 1

1

16 7
, . .,

4 4
n n

a
a a a a i e a

a



   


。解得 

1

7
0

2
a  。 

所以当 1

7
0

2
a  时，数列{ na }单调上升；所以当 1

7

2
a  时，数列

7
, 1,2,3,

2
na n  ；

所以当 1

7

2
a  时，数列{ na }单调下降。             --------------------------------------- 10 分 

    证明：（2）因为 ( )f x 单调上升，计算得
7 7 35 35 637

(0) , ( ) , ( )
4 4 11 11 184

f f f    

  由（1）知 

       1 1

1 1

9 1
( )

4 ( 1)( 1)
n n n n

n n

a b a b
a b

 

 

  
 

 

所以：（ i）, 当 1 1

7 7
0 ,0

2 2
a b    时，

3 3

4 1

637
( ) (0)

184
a f a f   ，故当 4n  时，
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4

637 7

184 2
na a   ， 同理， 

4

637 7

184 2
nb b   。故 

1 1 1 1

9 1 1
| | | | | |

637 6374 8
( 1)( 1)
184 184

n n n n n na b a b a b       

 

 

4 4 3 34 4

2 2 1 14 3 3

1 1 9 1
| | | |

35 358 8 4
( 1)( 1)
11 11

1 9 9 1 1
| | | |

7 78 4 4 8
( 1)( 1)
4 4

n n

n n

a b a b

a b a b

 

 

    

 

   

 

--------------------------------------- 15 分 

 

（ii）, 当 1 1

7 7
0 ,

2 2
a b   时，由（1）得： 

      1

7

2
n nb b  。 

     所以 

1 1 1 1

3 3 1 13 2

9 1 1
| | | | | |

35 74 8
( 1)( 1)
11 2

1 1
| | | |, 2

8 8

n n n n n n

n n

a b a b a b

a b a b n

   

 

    

 

      

 

（iii）, 最后，当 1 1

7 7
,

2 2
a b  时， 我们有 

   1 1

7 7
,

2 2
n n n na a b b      

所以 

1 1 1 1

1 11

9 1 1
| | | | | |

7 74 8
( 1)( 1)
2 2

1
| |

8

n n n n n n

n

a b a b a b

a b

   



    

 

  

--------------------------------------- 20 分 

 

    11.（本小题满分 20 分）（1）求使方程 

201732 321  nnxxxx           (*) 

有正整数解 nxxx ,,, 21  的最大正整数n . 

（2）用 nA 表示方程（*）的所有正整数解 ),,,( 21 nxxx  构成的集合，当n 为奇数时，
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我们称
nA 中的每一个元素为方程（*）的一个奇解；当 n 为偶数时，我们称

nA 中的每一个

元素为方程（*）的一个偶解. 证明：方程（*）中所有奇解的个数与偶解的个数相等. 

解：（1）因为 

2

)1(
21322017 321




nn
nnxxxx n  ， 

所以 63n . 当 63n 时， 1,2 63321  xxxx  为方程（*）的一组正整数解，故

所求最大值为 63n .                           --------------------------------------- 5 分 

证明：（2） 631,,,,( 21  nAxxxx nn） ，令 ）naaaa ,,,( 21  与之对应，其

中 

,,,2,1,1 nixxxa niii     

则 121  naaa  ，且 201721  naaa  . 令 

}.2017,1|,,,{( 212121  nnnn aaaaaaaaaB  ）  

那么 ax 是 nA 到 nB 的双射，所以： |(||||| XBA nn  表示集合 X 中所含元素的个数）.                                               

--------------------------------------- 10 分 

nn Baaaa  ）,,,( 21  ，我们用 sa )( 表示 naaa ,,, 21  中使得 11  saa s

成立的最小下标，即： 

2,1,,2,1,1 11   ssii aasiaa  . 

因为 1111  aa ，所以满足条件的正整数 s 存在且 ns 1 ，并记 naa )( . 

若 )()( aa   ，我们断言 1)(  na ，否则 naaan n  )()(1  ，因此

naan  )( ，于是我们有： 

,
2

)13(
)12()1(2017 21




nn
nnnaaa n   

此不可能. 所以 111)()(21 ),,,1,,1,1(   nnaa Baaaaab   是唯一确定的元素且

)()( 1 baab nn    .  

若 )()( aa   且 na )( 时，我们断言 )(1 aan  . 否则 

,)()(1 nn aaana    

因此 1)(  naan  . 于是我们有： 
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,
2

)13(
2)2()1(2017 21




nn
nnnaaa n   

此不可能. 所以 11)()(21 ))(,,,,1,,1,1(   nnaa Baaaaaac   是唯一确定的元

素且 )()()( cac   .                          --------------------------------------- 15 分 

由此我们证明了 
63

1

,
)()(,

)()(,
:












n

nBBa
aac

aab
af





若

若
是 

63

1


n

nBB 到自身的

映射且 
32

1

12

31

1

2

31

1

2

32

1

12 )(,)(






 
n

n

n

n

n

n

n

n BBfBBf ，如果我们能够证明 f 是满射，则 f 也

是单射，因而是双射，从而： 

||||||||
31

1

2

31

1

2

32

1

12

32

1

12 
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n

n

n

n

n

n ABBA ， 

即：方程（*）中所有奇解的个数与偶解的个数相等.  

事实上， 
63

1

21 ),,,(



n

nn BBvvvv ，如果 )()( vv   ，则存在 


63

1

11)()(21 ),,,1,,1,1(


 
n

nnvv BBvvvvva  ，使得： vaf )( .  

如果 )()( vv   ，则存在 


63

1

1)()(21 ))(,,,,1,,1,1(


 
n

nnvv BBvvvvvva  ，使得： vaf )( . 故 f

是满射，结论成立.                                  --------------------------------------- 20 分 

 

 


