
海淀区高三年级第一学期期末练习参考答案 

     数   学 （理科）   2019.01 

一、选择题：本大题共 8 小题，每小题 5 分，共 40 分. 

1. A 2. B 3. D 4. A 5. C 6. C 7.C 8. D

二、填空题:本大题共 6 小题，每小题 5 分，共 30 分. 

9. 
2 2( 1) 4x y       10. 24 11. 2 3 2， 12. 0
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2
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6
2

2
，

三、解答题: 本大题共 6 小题，共 80 分. 

15．解：（Ⅰ）因为
π 1

( ) ,
6 2 2

a
f    

π
( ) 1
2

f a     

所以
π π 1 3

( ) ( ) ( 1) ( )
2 6 2 2 2 2

a a
f f a      

因为 0a  ，所以
3

0
2 2

a
  ，所以

π π
( ) ( )
2 6

f f    

（Ⅱ）因为 ( ) sin cos2f x a x x   

2sin (1 2sin )a x x  

22sin sin 1x a x    

设 sin ,t x  
π π

[ , ]
2 2

x  ，所以 [ 1,1]t   

所以 22 1y t at    

其对称轴为
4

a
t  

当 1
4

a
t     ，即 4a  时，在 1t   时函数取得最小值1 a  

当 1
4

a
t     ，即0 4a  时，在

4

a
t   时函数取得最小值

2

1
8

a
    

16.解：（Ⅰ）设该名学生考核成绩优秀为事件 A

由茎叶图中的数据可以知道，30名同学中，有 7 名同学考核优秀 
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所以所求概率 ( )P A 约为 
7

30

（Ⅱ）Y 的所有可能取值为 0,1,2,3  

因为成绩 [70,80]X  的学生共有8 人，其中满足 | 75 | 10X   的学生有5 人 

所以
3

3

3

8

1
( 0)

56

C
P Y

C
   ， 

2 1

3 5

3

8

15
( 1)

56

C C
P Y

C
  

1 2

3 5

3

8

30
( 2)

56

C C
P Y

C
   ， 

3

5

3

8

10
( 3)

56

C
P Y

C
  

随机变量Y 的分布列为 

Y 0 1  2  3

P
1

56

15

56

30

56

10

56

1 15 30 10 15
( ) 0 1 2 3

56 56 56 56 8
E Y         

（Ⅲ）根据表格中的数据，满足
85

1
10

X 
 的成绩有16 个 

所以
85 16 8

1 0.5
10 30 15

X
P
  

    
 

 

所以可以认为此次冰雪培训活动有效. 
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 17．解：（Ⅰ）在平面 PCD中过点 D作 DH DC ，交 PC 于 H

因为平面 ABCD 平面 PCD  

DH 平面 PCD  

平面 ABCD 平面 PCD CD

所以 DH 平面 ABCD

因为 AD平面 ABCD  

所以 DH AD   

又 AD PC ，且 PC DH H

所以 AD平面 PCD

（Ⅱ）因为 AD平面 PCD，所以 AD CD

又 DH CD ， DH AD  

以 D为原点， DA DC DH， ， 所在直线分别为 , ,x y z 轴，建立空间直角坐标系  

所以 ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , )D A P C B0 0 0 2 0 0 0 1 3 0 2 0 2 1 0 ，

因为 AD平面 PCD，所以取平面 PCD的法向量为 ( , , )DA 2 0 0

设平面 PBD 的法向量为 ( , , )n x y z

因为 ( , , ), ( , , )DP DB  0 1 3 2 1 0 ，所以
n DP

n DB

  


 

0

0

所以
y z

x y

  


 

3 0

2 0

令 2z   ，则 2 3, 3y x     ，所以 ( , , )n   3 2 3 2

所以 cos ,
| || |

AD n
AD n

AD n


     

2 3 57

192 19

由题知 B PD C  为锐角，所以 B PD C  的余弦值为
57

19

（Ⅲ） 

法一： 

假设棱 BC 上存在点 F ，使得MF PC ，显然 F 与点C 不同     

所以 , , ,P M F C 四点共面于  

所以 FC   ， PM    
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所以 B FC   ， A PM    

所以 就是点 , ,A B C 确定的平面，所以 P  

这与 P ABCD 为四棱锥矛盾，所以假设错误，即问题得证

法二： 

假设棱 BC 上存在点 F ，使得MF PC

连接 AC ，取其中点 N  

在 PAC 中，因为 ,M N 分别为 ,PA CA 的中点，所以MN PC

因为过直线外一点只有一条直线和已知直线平行，所以MF 与MN 重合 

所以点 F 在线段 AC 上，所以 F 是 AC ， BC 的交点C ，即MF 就是MC

而MC 与 PC 相交，矛盾，所以假设错误，问题得证

法三：假设棱 BC 上存在点 F ，使得MF PC ，

设 BF BC ，所以
3 3

(1, , ) ( 2,1,0)
2 2

MF MB BF        

因为MF PC ，所以 (0,3, 3)MF PC     

所以有

1 2 0

3
3

2

3
3

2



 




  



 


  


，这个方程组无解 

所以假设错误，即问题得证

18．解：（Ⅰ）  

因为 ,a b 2 22 1，所以 , ,a b c  2 1 1  

所以离心率
c

e
a

 
2

2

（Ⅱ）法一： 

设 1 1 2 2( , ), ( , )A x y B x y

显然直线 l 存在斜率，设直线 l 的方程为 ( 2)y k x    

所以

( )

x
y

y k x


 


  

2
2 1

2

2

，所以 ( )k x k x k    2 2 2 22 1 8 8 2 0  

28 16 0k    ，所以 k 2
1

2
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所以

k
x x

k

k
x x

k

 
  


 

 

2

1 2 2

2

1 2 2

8

2 1

8 2

2 1

因为 2 2'( , )B x y

所以 2 2

1 2 1 2| ' | ( ) ( )AB x x y y             

 因为
2

2 2

1 2 1 2 1 2 2 2

8 16
( ) ( ) 4

(2 1)

k
x x x x x x

k


    



1 2 1 2 1 2 2

4
( 2) ( 2) ( ) 4

2 1

k
y y k x k x k x x

k
        



所以 

2 2

2 2 2 2

8 16 16
| ' |

(2 1) (2 1)

k k
AB

k k


 

 
 

2 2

8

(2 1)k




2

2 2

2 1k




因为 k 2
1

0
2
，所以 | ' | ( 2,2 2]AB 

法二： 

设 1 1 2 2( , ), ( , )A x y B x y

当直线 l 是 x 轴时， | ' | 2 2AB 

当直线 l 不是 x 轴时，设直线 l 的方程为 2x t y    

所以

x
y

x t y


 


  

2
2 1

2

2

，所以 ( )t y t y  -2 22 4 2 0， 

28 16 0t     ，所以 t 2 2

所以

t
y y

t

y y
t


  


 
 

1 2 2

1 2 2

4

2

2

2

因为 2 2'( , )B x y

所以 2 2

1 2 1 2| ' | ( ) ( )AB x x y y   
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因为 
2

2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 2

16
( ) ( ) ( ) [( ) 4 ] ( 1)

( 2)

t
x x ty ty t y y t y y y y t

t
         



所以 | ' |AB 
2 2

2

2 2 2

16 8
( 1)

( 2) 2

t t
t

t t
 

 
 

4 2 2

2 2 2 2 2

8 2 2 2 2 2
2 2(1 )

( 2) 2 2 2

t t t

t t t t
    

   

因为 t 2 2，所以 | ' | ( 2,2 2)AB 

综上， | ' |AB 的取值范围是 ( 2,2 2].  

19．解：（Ⅰ）因为 ( )
x

ax x
f x



e

2

所以
( )

'( )
x

x a x a
f x

  


e

2 2

当 a  1时， '( )
x

x x
f x

 


e

2 1

所以 '( )f



e

1
1 ，而 ( )f



e

2
1

曲线 ( )y f x 在 (1, (1))f 处的切线方程为
2 1

( ) ( 1)
e e

y x               

化简得到
1 1

e e
y x       

（Ⅱ）法一： 

因为
( )

'( )
x

x a x a
f x

  


e

2 2
，令

( )
'( )

x

x a x a
f x

  
 

e

2 2
0  

得 ,
a a a a

x x
     

 
2 2

1 2

2 4 2 4

2 2
    

当 a  0时， x ， '( )f x ， ( )f x 在区间 (0, )  的变化情况如下表:

所以 ( )f x 在[ , )0 上的最小值为 ( ), ( )f f x20 中较小的值， 

x ( , )x10 x1  ( , )x x1 2  x2 ( , )x 2

'( )f x  +  0  0 +  

( )f x  极大值 极小值 
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而
2

(0) 0
e

f    ，所以只需要证明 ( )f x  
e

2

2

因为 ( )x a x a   2
2 22 0，所以 ( )

x x

a
f x

ax x x




e e2 2

2
2 2 2

2

2

  设 ( )
x

a x
F x



e

2
，其中 x  0，所以

( ) ( )
'( )

x x

a x x a
F x

    
 

e e

2 2 2 2

令 '( )F x 0，得
a

x


3
2

2
， 

当 a  0时， x ， '( )F x ， ( )F x 在区间 (0, )  的变化情况如下表:

  所以 ( )F x 在 ( , )0 上的最小值为 ( )
a

a
F



 


e
1
2

2 2

2
，而 ( )

a

a
F



  
 

e
e
1
2

2 2 2

2
  

注意到
a a

x
  

 
2

2

2 4
0

2
， 所以 (( ) )f x xF  

e
2 2

2
，问题得证 

法二： 

因为“对任意的 x  0，
2 2

e ex

ax x
  ”等价于“对任意的 x  0，

2 2
0

e ex

ax x
  ” 

 即“ x  0，
2

+1

2e e( )
0

e

x

x

ax x 
 ”，故只需证“ x  0，

22e e( ) 0x ax x   ” 

设
2( ) 2e e( )xg x ax x    ，所以 '( ) 2e e( 2 )xg x a x  

设 ( ) '( )h x g x ， '( ) 2e 2exh x    

令 '( )F x 0，得 x 3 1 

当 a  0时， x ， '( )h x ， ( )h x 在区间 (0, )  的变化情况如下表:

x ( , )x30 x3  ( , )x 3

'( )f x    0 

( )f x  极小值 

x ( , )0 1 1  ( , )1

'( )h x    0 

( )h x  极小值 
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所以 ( )h x ( , )0 上的最小值为 ( )h 1 ，而 (1) 2e e( 2) e 0h a a    

所以 x  0时， '( ) 2e e( 2 ) 0xg x a x    ，所以 ( )g x 在 ( , )0 上单调递增   

所以 ( ) (0)g x g  

而 (0) 2 0g   ，所以 ( ) 0g x  ，问题得证

法三： 

“对任意的 x  0，
2

( )
e

f x   ”等价于“ ( )f x 在 ( , )0 上的最小值大于
2

e
 ” 

因为
( )

'( )
x

x a x a
f x

  


e

2 2
，令 '( )f x  0  

得 ,
a a a a

x x
     

 
2 2

1 2

2 4 2 4

2 2
    

当 a  0时， x ， '( )f x ， ( )f x 在在 ( , )+0 上的变化情况如下表: 

所以 ( )f x 在[ , )0 上的最小值为 ( ), ( )f f x20 中较小的值， 

而
2

(0) 0
e

f    ，所以只需要证明 ( )f x  
e

2

2

因为 ( )x a x a   2
2 22 0，所以 ( )

x x x

ax x x x
x

a
f 

  
 
e e e2 2 2

2
2 2 2 2

2

2 2

注意到
a a

x
  


2

2

2 4

2
和 a  0，所以

a a
x

  
 

2

2

2 4
2

2
 

设 ( )
x

x
F x



e

2
，其中 x  2  

所以
( ) ( )

'( )
x x

x x
F x

 





e e

2 1 2 1

  当 x  2时， '( )F x 0，所以 ( )F x 单调递增，所以 ( ) ( )F x F  
e2
4

2

  而 ( )


   
e

e e e2 2

4 2 2 4
0

所以 ( ) ( )f x F x  
e

2 2

2
，问题得证 

法四： 

x ( , )x10 x1  ( , )x x1 2  x2 ( , )x 2

'( )f x  +  0  0 +  

( )f x  极大值 极小值 
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因为 a  0，所以当 x  0时， ( )
x x

ax x x
f x

 
 
e e

2 2

    

  设 ( )
x

x
F x



e

2

，其中 x  0  

所以
( )

'( )
x

x x
F x



e

2

所以 x ， '( )F x ， ( )F x 的变化情况如下表: 

所以 ( )F x 在 x  2时取得最小值 ( )F  
e2

2
4
，而 ( )


   

e

e e e2 2

4 2 2 4
0

所以 x  0时，
2

( )
e

F x  

 所以 ( ) ( )f x F x  
e

2

20. 解：(Ⅰ) 满足 3   的元素为 (0, 0,1),(1, 0,1),(0,1,1),(1,1,1)

（Ⅱ）记 1 2( , , , )nx x x  ， 1 2( , , , )ny y y  ， 

注意到 {0,1}ix  ，所以 ( 1) 0i ix x   ， 

所以 1 1 1 1 2 2 2 2( ) ( ) ( )n n n nx x x y x x x x x x x x           

1 2 nx x x   

    1 2 ny y y     

因为 n       ，所以 1 2 1 2n nx x x y y y n         

所以 1 2 1 2, , , , , , ,n nx x x y y y 中有 n 个量的值为 1， n 个量的值为 0. 

显然 1 1 1 1 2 2 2 20 ( ) ( ) ( )n n n nx y x y x y x y x y x y              

1 1 2 2 n nx y x y x y n        ， 

当 (1,1, ,1)  ， (0,0, ,0)  时， 

 ， 满足 n       ， n   .所以  的最大值为 n

x ( , )0 2 2 ( , )2  

'( )F x   0 +  

( )F x  极小值 
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又 1 1 1 1 2 2 2 2( ) ( ) ( )n n n nx y x y x y x y x y x y             

1 1 2 2( )n nn x y x y x y      

注意到只有 1i ix y  时， 1i ix y  ，否则 0i ix y 

而 1 2 1 2, , , , , , ,n nx x x y y y 中 n 个量的值为 1， n 个量的值为 0 

所以满足 1i ix y  这样的元素 i 至多有
2

n
个， 

当 n 为偶数时，
2 2

n n
n     .  

  当

2 2

(1,1, ,1,0,0, ,0)

n n

  

个 个

时，满足 n       ，且
2

n
   . 

所以  的最小值为
2

n

当 n 为奇数时，且 1i ix y  ，这样的元素 i 至多有
1

2

n 
个， 

所以 
1 1

2 2

n n
n 

 
    . 

  当

1 1

2 2

(1,1, ,1,0,0, ,0)

n n



 



个 个

，

1 1

2 2

(1,1, ,1,0,0, ,0)

n n



 



个 个

时，满足 n       ，
1

2

n
 


  . 

所以  的最小值为
1

2

n 

综上：  的最大值为 n ，当 n 为偶数时，  的最小值为
2

n
，当 n 为奇数时，

1

2

n
 


  . 

（Ⅲ） S 中的元素个数最大值为
2 2

2

n n 

设集合 S 是满足条件的集合中元素个数最多的一个 

记 1S   1 2 1 2( , , , ) | 1,n nx x x x x x n S        ， 

 2 1 2 1 2( , , , ) | 2,n nS x x x x x x n S          

  显然 1 2 1 2S S S S S ，  

  集合 1S 中元素个数不超过 1n  个，下面我们证明集合 2S 中元素个数不超过
2

nC 个 

2 1 2, ( , , , )nS x x x    ，则 1 2 2nx x x n      

  则 1 2 nx x x， ，， 中至少存在两个元素 0i jx x 
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2 1 2, ( , , , )nS y y y    ，    

  因为 1n    ，所以 ,i jy y 不能同时为 0

  所以对1 i j n   中的一组数 ,i j 而言， 

在集合 2S 中至多有一个元素 1 2( , , , )nx x x  满足 i jx x， 同时为 0

所以集合 2S 中元素个数不超过
2

nC 个 

所以集合 S 中的元素个数为至多为
2 21 1nn C n n                   

记
1T   1 2 1 2( , , , ) | 1,n n nx x x x x x n        ，则 1T 中共 1n  个元素， 

对于任意的 1T ， n  ， 1n    . 

对1 i j n   ，记 , 1 2( , , , ),i j nx x x   其中 0i jx x  ， 1tx  ， ,t i t j   

记 2 ,{ |1 }i jT i j n    ， 

显然 2, S   ，  ，均有 1n    . 

记 1 2S T T ， S 中的元素个数为 2 1n n  ，且满足 , S   ，  ，均有 1n    . 

综上所述， S 中的元素个数最大值为 2 1n n  . 

自主招生在线创始于 2014 年，是专注于自主招生、学科竞赛、全国高考的升学服务平台，

旗下拥有网站和微信两大媒体矩阵，关注用户超百万，用户群体涵盖全国 90%以上的重点

中学老师、家长和考生，引起众多重点高校的关注。

如需第一时间获取相关资讯及备考指南，请关注自主招生在线官方微信号：zizzsw。
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