[bookmark: _GoBack]2024届新高三开学摸底考试卷（全国通用）
理科数学
本试卷共22题（含选考题）.全卷满分150分.考试用时120分钟.
注意事项：
1．答卷前,考生务必将自己的姓名、考生号等填写在答题卡和试卷指定位置上.
2．回答选择题时,选出每小题答案后,用铅笔把答题卡对应题目的答案标号涂黑.如需改动,用橡皮擦干净后,再选涂其他答案标号.回答非选择题时,将答案写在答题卡上.写在本试卷上无效.
3．考试结束后,将本试卷和答题卡一并交回.
一、选择题：本题共12小题,每小题5分,共60分.在每小题给出的四个选项中,只有一项是符合题目



1．已知全集,,则（    ）




A．	B．	C．	D．
【答案】A





【解析】由题设,故,,,,


所以,故选A.

2．复数在复平面上对应的点位于虚轴上,则实数a的值为（    ）


A．1	B．2	C．	D．
【答案】B



【解析】,因为复数z对应点在虚轴上,所以,解得.故选B.
3．已知2022年第1季度农村居民人均消费支出为4391元,为本季度农村居民人均可支配收入的76%,本季度农村居民人均可支配收入的来源及其占比的统计数据的饼状图如图所示,根据饼状图,则下列结论正确的是（    ）
[image: @@@cee90f15-5d5e-42e3-8d96-02bfafd17764]
A．财产净收入占农村居民人均可支配收入的4%
B．工资性收入占农村居民人均可支配收入的40%
C．经营净收入比转移净收入大约多659元
D．财产净收入约为173元
【答案】D









【解析】由题知,农村居民人均可支配收入为,工资性收入占农村居民人均可支配收入的,财产净收入占农村居民人均可支配收入的百分比为,故错、B错；经营净收入与转移净收入差为元,故错误；财产净收入为元,故D正确.故选D.




4．已知是平面内两个非零向量,那么“”是“存在,使得”的（    ）
A．充分而不必要条件	B．必要而不充分条件
C．充要条件	D．既不充分也不必要条件
【答案】C





















【详解】若,则存在唯一的实数,使得,故,而,存在使得成立,所以“”是“存在,使得”的充分条件,若且,则与方向相同,故此时,所以“”是“存在,使得”的必要条件,故“”是“存在,使得”的充要条件,故选C.


5．已知,则的近似值为（    ）




A．	B．	C．	D．
【答案】B



【解析】因为,所以,所以



.故选B.
6．某个函数的大致图象如图所示,则该函数可能是（    ）
[image: @@@025b0dcf-cddc-478a-891d-145801b43b54]


A．	B．


C．	D．
【答案】B









【解析】4个选项中的函数定义域均为R,设该函数为,对于A, ,故为奇函数,且,对于B, 故为奇函数,,对于C, ,故为偶函数,



对于D,故为奇函数,,


由图知函数为奇函数,故排除C；由,排除A,由,排除D,故选B．

7．在2023年3月12日马来西亚吉隆坡举行的Yong Jun KL Speedcubing比赛半决赛中,来自中国的9岁魔方天才王艺衡以4.69秒的成绩打破了“解三阶魔方平均用时最短”吉尼斯世界纪录称号.如图,一个三阶魔方由27个单位正方体组成,把魔方的中间一层转动了之后,表面积增加了（    ）
[image: @@@58f7d0c1-ba32-4e57-bdb2-3904c843daee]  



A．54	B．	C．	D．
【答案】C







【解析】如图,转动了后,此时魔方相对原来魔方多出了16个小三角形的面积,显然小三角形为等腰直角三角形,设直角边,则斜边为,则有,得到,由几何关系得：阴影部分的面积为,所以增加的面积为.故选C.
[image: @@@ba050173-aaa9-42d9-9d2b-52ff0e7a1307]  







8．设是椭圆的上顶点,是上的一个动点．当运动到下顶点时,取得最大值,则的离心率的取值范围是（    ）




A．	B．	C．	D．
【答案】B












【解析】设,,因为,,所以,,由题意知当时,取得最大值,所以,可得,即,则．故选B．







9．瑞士著名数学家欧拉在1765年证明了定理：三角形的外心、重心、垂心位于同一条直线上,这条直线被后人称为三角形的“欧拉线”.在平面直角坐标系中作,,点,点,且其“欧拉线”与圆相切.则圆上的点到直线的距离的最小值为（    ）



A．	B．	C．	D．6
【答案】A














【解析】点D为BC中点,在中,,所以边上的高线、垂直平分线和中线合一,则的“欧拉线”为,因为点,点,所以,因为直线的斜率为,所以AD斜率为,方程为,即,因为“欧拉线”与圆相切








所以圆心到“欧拉线”的距离为,圆心到直线的距离为,所以圆上的点到直线的距离的最小值为,故选A.







10.已知直四棱柱的底面为正方形,,为的中点,过三点作平面,则该四棱柱的外接球被平面截得的截面圆的周长为（    ）




A．	B．	C．	D．
【答案】D






























【解析】由题意知直四棱柱的外接球的半径,如图,取的中点,连接,易知四边形为矩形,且平面即为平面,分别取的中点,连接,则易得四边形为正方形,由四棱柱的对称性可知,其外接球的球心即为正方形的中心,取的中点,连接,则平面,平面,所以平面,故球心到平面的距离与到平面的距离相等,过点作,垂足为,


















易知面,面,故,又平面,所以平面,又,所以球心到平面的距离为,由球的性质知,截面圆的半径,所以截面圆的周长为.故选D.
[image: @@@ea47a818-c5e6-4394-b59f-5dd5bd541ace]





11.若直线与曲线相切,直线与曲线相切,则的值为（    ）


A．	B．1	C．e	D．
【答案】B












【解析】设直线与曲线相切于点,直线与曲线相切于点,则,且,所以,,且,所以,


















令,,当时,,单调递减,当时,,单调递增,且,,所以当时,,因为,,即,所以,所以,故,故选B.






12．已知函数与的定义域均为,为偶函数,且,,则下面判断错误的是(    )


A．的图象关于点中心对称


B．与均为周期为4的周期函数

C．

D．
【答案】C




【解析】因为为偶函数,所以①,所以的图象关于直线轴对称,


























因为等价于②,又③,②+③得④,即,即,所以,故的周期为4,又,所以的周期也为4,故选项B正确,①代入④得,故的图象关于点中心对称,且,故选项正确,由,可得,且,故,故,因为与值不确定,故选项错误,因为,所以,




所以,故,故,所以选项D正确,故选.
1. 填空题：本题共4小题,每小题5分,共20分.


13．的展开式中的系数是__________.
【答案】-15





【解析】,令得,所以的系数为.


14．某高校鼓励学生深入当地农村拍摄宣传片,带动当地旅游业的发展,帮助当地居民提升经济收入.若统计发现在某一时段内,200部宣传片的浏览量X（万次）服从正态分布,则该时段内这200部宣传片中浏览量在万次的个数约为______.


（参考数据：,）
【答案】164






【解析】因为浏览量X（万次）服从正态分布,所以浏览量X（万次）的均值,方差,,故,,



故.故浏览量在万次的作品个数约为.








15．如图,四边形中,与相交于点O,平分,,,则的值_______.
[image: @@@0fbab91d-af13-4ec0-9924-377b55f067d0]

【答案】


【解析】在中,,由余弦定理得


,


所以.由正弦定理得,


.即.



又因为平分,所以.





16．已知抛物线的焦点为F,点在抛物线上,且满足,设弦的中点M到y轴的距离为d,则的最小值为__________．
【答案】1




【解析】由抛物线可得准线方程为,设,由余弦定理可得,


由抛物线定义可得P到准线的距离等于,Q到准线的距离等于,



M为的中点,由梯形的中位线定理可得M到准线的距离为,
[image: @@@5b3a0076-a24e-469d-ac74-1111116a6e48]



则弦的中点M到y轴的距离,故,




又,则,当且仅当时,等号成立,所以的最小值为1.
三、解答题：共70分.解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤.第17~21题为必考题,每个试题考生都必须作答.第22、23题为选考题,考生根据要求作答.
（一）必考题：共60分.





17．（12分）．如图,四棱锥中,底面ABCD为等腰梯形,,,且平面平面ABCD,.
[image: @@@40128787-8a74-438b-9915-ad4d72ca8e5a]

(1)求证：；




(2)与平面所成的角为,求二面角的正弦值.



【解析】（1）证明：取AB的中点,连接,则由题意知为正三角形,

所以,




由等腰梯形知,设,则,,



故,即得,所以,






因为平面平面,,平面平面,平面PAD,





所以平面,又平面,所以,






因为,,平面,所以平面,



因为平面,所以.
[image: @@@54854749-f296-47b8-839c-3bea9adb8cf0]










（2）由（1）得,,两两垂直,以为坐标原点,,,所在直线分别为,,轴建立空间直角坐标系,





因为平面,所以平面所成的角为,



设,则,,




则,,,,



则,,,

设平面PAB的法向量为,


则,即   ,


取,则,

设平面PBC的法向量为,


则,即,


取,则,

所以,


所以二面角的正弦值为.




18.（12分）设正项数列的前项和为,且.

(1)求数列的通项公式；






(2)能否从中选出以为首项,以原次序组成的等比数列.若能,请找出公比最小的一组,写出此等比数列的通项公式,并求出数列的前项和；若不能,请说明理由.


【解析】（1）,



当时,,即,


得或（舍去）.

由,……①

得,……②


得：,

化简得.



因为,所以,,

即数列是以4为首项,2为公差的等差数列,

所以.
（2）存在.


当,时,


会得到数列中原次序的一列等比数列,


此时的公比,是最小的,此时该等比数列的项均为偶数,均在数列中；
下面证明此时的公比最小：




,假若取,公比为,


则为奇数,不可能在数列中.

所以.




又,所以,即的通项公式为,

故.




19.（12分）人工智能（AI）是一门极富挑战性的科学,自诞生以来,理论和技术日益成熟.某公司成立了两个研究性小组,分别设计和开发不同的AI软件用于识别音乐的类别.记两个研究性小组的软件每次能正确识别音乐类别的概率分别为.为测试软件的识别能力,计划采取两种测试方案.


方案一：将100首音乐随机分配给两个小组识别,每首音乐只被一个软件识别一次,并记录结果；

方案二：对同一首歌,两组分别识别两次,如果识别的正确次数之和不少于三次,则称该次测试通过.





(1)若方案一的测试结果如下：正确识别的音乐数之和占总数的；在正确识别的音乐数中,组占；在错误识别的音乐数中,组占.


（i）请根据以上数据填写下面的列联表,并通过独立性检验分析,是否有的把握认为识别音乐是否正确与两种软件类型有关？
	
	正确识别
	错误识别
	合计

	A组软件
	
	
	

	B组软件
	
	
	

	合计
	
	
	100



（ii）利用（i）中的数据,视频率为概率,求方案二在一次测试中获得通过的概率；



(2)研究性小组为了验证软件的有效性,需多次执行方案二,假设,问该测试至少要进行多少次,才能使通过次数的期望值为16？并求此时的值.


附：,其中.
	

	0.100
	0.050
	0.010
	0.005
	0.001

	

	2.706
	3.841
	6.635
	7.879
	10.828



【解析】（1）（i）依题意得列联表如下：
	
	正确识别
	错误识别
	合计

	
组软件
	40
	20
	60

	
组软件
	20
	20
	40

	合计
	60
	40
	100



因为,

且,

所以没有的把握认为软件类型和是否正确识别有关；

（ii）由（i）得,
故方案二在一次测试中通过的概率为

；
（2）方案二每次测试通过的概率为





,



所以当时,取到到最大值,


又,此时,
因为每次测试都是独立事件,



故次实验测试通过的次数,期望值,


因为,所以

所以测试至少27次,此时.












20.（12分）已知双曲线的左、右焦点分别为,,A是的左顶点,的离心率为2．设过的直线交的右支于、两点,其中在第一象限．
[image: @@@f69c0821-5301-4967-a087-67f48ddca111]    

(1)求的标准方程；






(2)若直线、分别交直线于、两点,证明：为定值；



(3)是否存在常数,使得恒成立？若存在,求出的值；否则,说明理由．



【解析】（1）由题可得,故可得,则,


故的标准方程为.


（2）由（1）中所求可得点A,的坐标分别为,


又双曲线渐近线为,显然直线的斜率不为零,


故设其方程为,,


联立双曲线方程可得：,


设点的坐标分别为,

则,

,

；




又直线方程为：,令,则,


故点的坐标为；




直线方程为：,令,则,


故点的坐标为；


则






故为定值.

（3）当直线斜率不存在时,



对曲线,令,解得,



故点的坐标为,此时,



在三角形中,,故可得,


则存在常数,使得成立；

当直线斜率存在时,







不妨设点的坐标为,,直线的倾斜角为,直线的倾斜角为,


则,,



假设存在常数,使得成立,即,


则一定有,也即；


又；；



又点的坐标满足,则,

故



；


故假设成立,存在实数常数,使得成立；


综上所述,存在常数,使得恒成立.


21.（12分）已知函数,其中.

(1)讨论函数的单调性；



(2)若函数存在三个零点（其中）.



（i）若,函数,证明：；


（ii）若,证明：.


【解析】（1）函数的定义域为.

①若时,
	
	

	1
	

	

	


	

	-
	0
	+
	0
	-

	

	

	极小值
	

	极大值
	






②若时,恒成立,单调递减,

③若时
	
	

	

	

	1
	


	

	-
	0
	+
	0
	-

	

	

	极小值
	

	极大值
	








④若时,时,单调递减；时,单调递增.














综上所述,当时,单调递减,单调递增,单调递减；当时,单调递减；当时,单调递减,,单调递增,单调递减；当时,单调递减,单调递增.


（2）（i）由（1）知当时,单调递减,


单调递增,单调递减.



所以存在三个零点,只需和即可,


所以且,


整理得且.

此时,,



令,易知在上单调递减

有,

所以.


（ii）由（1）知,当时,单调递减,

单调递增,

单调递减




所以.若存在三个零点,只需和即可,


所以且,

整理得,

因为,



设,则方程,即为

记,


则为方程三个不同的根,

设.

要证：,

即证：,

即证：,


而且,

所以,

所以,

即证：,

即证：,

即证：,

记,

则,



所以在为增函数,所以

所以,

设,

则,


所以在上是增函数,

所以

所以,

即


所以若,则.
（二）选考题：共10分.请考生在第22、23题中任选一题作答.如果多做,则按所做的第一题计分.
22．[选修4—4：坐标系与参数方程]（10分）





在直角坐标系xOy中,曲线的方程为．曲线的参数方程为（为参数）．以坐标原点为极点,x轴正半轴为极轴建立极坐标系．


(1)求曲线和曲线的极坐标方程；








(2)若射线（,）交曲线于点P,直线与曲线和曲线分别交于点M、N,且点P、M、N均异于点O,求面积的最大值．



【解析】（1）把,代入,



得曲线的极坐标方程为,即．



将中的参数消去,得曲线的普通方程为,





把,代入,得曲线的极坐标方程为,即．



（2）由题得,,,

,


因为,所以


,


其中,,




当,即时,的面积取得最大值．
23．[选修4—5：不等式选讲]（10分）






已知函数的最小值为m,的最小值为n．实数a,b,c满足,,,．
(1)求m和n；

(2)证明：．



【解析】（1）函数的最小值为,此时,


当时,,


当时,,


当时,,

函数,


函数在上单调递减,在上单调递增,


当时,,


所以函数的最小值为,

故.


（2）由（1）知,,


因为,,





所以,,,,,

又因为,


所以,又,






所以,所以．所以．
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