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数学参考答案

一、单项选择题（本大题共 8小题，每小题 5分，共 40分．在每小题给出的四个选项中，只

有一项符合题目要求）

题号 1 2 3 4 5 6 7 8

答案 B B C D C C A C

【解析】

1．解不等式 21 0x ≥ 得 1 1x ≤ ≤ ，故集合 { | 1 1}A x x  ≤ ≤ ，阴影部分表示的集合为

( ) { |1 2}U A B x x  ≤ð ，故选 B．

2．因为 3i i  ，故
2 i 1 2i
i

z 
   


，在复平面内对应的点为 ( 1 2) ， ，故选 B．

3．圆心 (1 0) 2C r ， ，半径 ，圆心到直线 l的直线距离 2d  ，∴弦长为 2 4 2 2 2  ，故

选 C．

4．根据 N的标准分解式可得 2 2180 2 3 5   ，故 180的正因子个数为 3 3 2 18   ，故选 D．

5．由题意， 21 5
1 5 3 1 5

1 5

5 16 10
8

a a
a a a a a

a a


    ， ，∴ ，因为{ }na 是递增的数列，解方程组得

2
1 52 8 2a a q  ， ，∴ ， 2

7 5 16a a q ∴ ，故选 C．

6 ． 事 件 A1 与 A2 可 以 同 时 发 生 ， 故 A 错 误 ； 由 全 概 率 公 式 得

2 1 2 1 1 2 1
3 2 2 3 3( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )
5 4 5 4 5

P A P A P A A P A P A A        ，故 B错误；由概率的乘法公

式 得 1 2 1 2 1
3 2 3( ) ( ) ( | )
5 4 10

P A A P A P A A    ， 故 C 正 确 ； 由 条 件 概 率 公 式

2 3
3 2

2

( )
( | )

( )
P A A

P A A
P A

 ，其中 2 3
3( )
10

P A A  ， 3 2
1( | )
2

P A A ∴ ，故 D错误，综上，故选 C．

7． π π
2

    
 

， ，∵ ，
2 2

2

cos2 cos sin cos sin 1 tantan
1 sin 2 (cos sin ) cos sin 1 tan

     
     

  
   

   

πtan
4

   
 

，所以
π
4

   ，故选 A．

8． ( 2)g x ∵ 是偶函数， (2 ) (2 )g x g x  ∴ ，又 ( ) (2 ) 4 ( ) (2 ) 4f x g x f x g x      ， ，

( ) ( )f x f x ∴ ， ( )f x∴ 是偶函数； ( 2) ( ) 2 ( 2) ( ) 2 ( )f x f x f x f x f x      ， ，∵ ∴ ∴ 关

于 点 (1 1)， 中 心 对 称 ； 又 ( 2) ( ) 2 ( 2) ( 2)f x f x f x f x        ，∴ ， 即
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( 4) ( )f x f x  ，∴ 4 是 ( )f x 的 一 个 周 期 ； 令 0x  ， 可 得 (0) (2) 4f g  ，

(0) 2 (2) 0f f ，∴ ， 又 (1) 1 (3) 1f f ，∴ ， (2023) (4 505 3)f f  ∴ (3) 1f  ，

15

1
( ) 4 3 (1) (2) (3) 12 2 14

k
f k f f f



        ，故选 C．

二、多项选择题（本大题共 4小题，每小题 5分，共 20分．在每小题给出的四个选项中，有

多项符合题目要求，全部选对的得 5分，选对但不全的得 2分，有选错的得 0分）

题号 9 10 11 12

答案 ACD BD ABC AC

【解析】

9．由题意， 1 2 1 2
1| | | | 1
2

e e e e  
   

， ， 2 2
1 2

1| | ( 2 ) 1 4 4 3 | | 3
2

a e e a       
   

，∴ ，故 A正确；

1 2 1 2
3( 2 ) ( ) 0
2

a b e e e e     
     
  ，故 B错误；

1| | | | 3 cos
2

a b a b   
   

， 〈 ，〉 ，∵ ∴

2π
3

a b 
 

〈 ，〉∴ ，故 C正确；由 C知 D正确，故选 ACD．

10． 2 1 cos2 3 π 1( ) cos 3 sin cos sin 2 sin 2
2 2 6 2

xf x x x x x x         
 

，所以 ( )f x 的最小正

周期为 π ，故 A 错误；把 ( )f x 的图象向左平移
π
6
个单位长度，所得函数为

π π 1 1sin 2 cos2
3 6 2 2

y x x       
 

，是偶函数，所以图象关于 y轴对称，故 B正确；当

π
6

x m    
， 时，

π π π2 2
6 6 6

x m      
， ，当

π π2
6 2

m  ≥ ，即
π
6

m≥ 时， ( )f x 最大值为
3
2
，

所以 m的最小值为
π
6
，故 C错误；令

π2 π
6

x k k  Z， ，解得
π π
12 2

kx k   Z， ，当 1k 

时， ( )f x 的一个对称中心为
5π 1
12 2

 
 
 

， ，故 1 2
5π
6

x x  时，有 1 2( ) ( ) 1f x f x  ，故 D正确；

综上，故选 BD．

11．由题意知 ( )f x 的零点个数即为 | ln |y x 和 1y kx  的图象的交点个数，在同一平面直角

坐标系内画出 | ln |y x 和 1y kx  的图象，由图可知，当 0k  时，图象有两个不同的交

点，故 A 正确；设直线 1y kx  与曲线 lny x 相切于点 0 0 0( ln ) 1P x x x ， ， ，则
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20
0

0 0

ln 11 e
x

x
x x


   ，故切线斜率 2

1
e

k  ，所以当 20 ek   ，直线 1y kx  与 | ln |y x

有 3个不同的交点，则 ( )f x 有 3个零点，故 B正确；设直线 1y kx  与曲线 lny x  相

切于点 0 0 0( ln ) 0 1Q x x x ， ， ≤ ，则 0
0

0 0

ln 11 1
x

x
x x

 
    ，故切线斜率 1k   ，所以当

1k   时， ( )f x 恰有 1个零点，故 C正确；当 0k  时，直线 1y kx  与 | ln |y x 的图象

至多有 2个交点，故 D错误；综上，故选 ABC．

12．当
1
3

  时， 1
1
3

AM AC ，连接 1 1A B BD AD， ， ，易知平面 1A BD∥平面 1 1CB D ，且

1 1 1 1 1AC A BD M DM ABD DM CB D 平面 ， 平面 ， ∥平面∴ ∴ ，故 A正确；当
1
2

  时，

N为 CD中点，分别取 AB，BC中点 G，H，连接 1 1BG GH HB， ， ，则 1 1 1 1BG C N GH AC∥ ， ∥ ，

∴平面 1 1 1BGH A NC∥平面 ，∴P 点轨迹为 1BGH△ ， 1 max 1 1| | | | | | 5B P BG B H  ∴ ，故 B

错误；当
1
2

   时，M，N分别为 1AC CD， 的中点，只需过点 M作直线 1D N 的垂面即

可，垂面与正方体表面的交线即为点 P 的轨迹，分别取 1 1DD AA， 的中点 R，S，连接

1 1C R RS SB， ， ，易知 1 1 1D N BC RS平面 ，过点 M 作平面 1 1 1 1TUR S BC RS∥平面 分别交

1 1 1 1BB CC DD AA， ， ， 于点 1 1T U R S， ， ， ，则 P 点轨迹为四边形 1 1TUR S ，其周长与四边形

1 1BC RS 的周长相等，∴P点的轨迹的长度为 4 2 5 ，故 C正确；过 1 1C C Q AN作 ∥ 交 1 1A B

于点 Q，则截面为四边形 1ANC Q，若截面为矩形，则 1AN C N ，设CN x ，则由勾股

定理得 2 24 (2 ) 4 12x x     ，解得 0 2x x 或 ，此时 N点与 C或 D重合，与题目矛盾，

故截面不可能为矩形，D错误；综上，故选 AC．

三、填空题（本大题共 4小题，每小题 5分，共 20分）

题号 13 14 15 16

答案 120 2 1 0y x y   或 505 4 7

【解析】

13．令 1x  ，可得 0 1 2 3 4 5 1a a a a a a       ；令 1x   ，可得 5
0 1 2 3 4 5 3a a a a a a      ；

两式相加得
5

0 2 4
3 1 121
2

a a a 
    ，令 0x  ，可得 0 1a  ，故 2 4 120a a  ．
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14．当 l平行于 x轴时，l与 C只有一个公共点，此时方程为 2y  ；当 l与抛物线相切时，l

与 C只有一个公共点，设直线 l方程为 1 ( 2)x m y   ，联立方程得 2 4 8 4 0y my m    ，

由 0 1m    ，此时直线 l的方程为 1 0x y   ．

15．n阶幻方共有 2n 个数，其和为
2 2

2 ( 1)1 2
2

n nn 
    ，∵n阶幻方共有 n行，∴每行的

和为

2 2

2 2

10

( 1)
( 1) 10(10 1)2 505
2 2n

n n
n nS S

n


 

   ，∴ ．

16．过切点 E，F作出双球模型的轴截面，设球 1 2O O， 分别与圆锥的母线切于 A，B两点，过 2O

作 2 1O C O A 于点 C，则 2 13 3AC O B OC  ，∴ ，又 1 2 11OO  ，所以 2 4 7AB O C  ，

设 直 线 A B 与 平 面  的 交 点 为 P ， 则 PA PE ， PB PF ， 2a PE PF ∴

4 7PA PB AB    ．

四、解答题（共 70分．解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤）

17．（本小题满分 10分）

解：（1）由题意可得，青年共有
3300 180
5

  人，中老年有 300 180 120  人；

持满意态度的中老年有
4220 80
11

  人，青年有 220 80 140  人；

持不满意态度的中老年有120 80 40  人，青年有180 140 40  人，

得 2 2 列联表如下：

年龄

5G网络满意度

合计

满意 不满意

青年（ 45≤ 岁） 140 40 180

中老年（ 45 岁） 80 40 120

合计 220 80 300

………………………………………………………………………………………（3分）

零假设为 0H ：对 5G网络的满意度和年龄无关联．

由 2 2 列联表得，
2

2 300 (140 40 40 80)
220 80 180 120

50 4.545 3.841
11

    
  

  
，

根据小概率值 0.05  的独立性检验，推断 0H 不成立，即认为对 5G网络的满意度和年

龄有关联，此推断犯错误的概率不大于 0.05．…………………………………………（5分）
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（2）法一：每名客户摸出红球的概率为
3 1

3 6 3



，

设 为 100名客户中摸出红球的人数，则
1~ 100
3

B  
 
 

， ，

所以
1 100( ) 100
3 3

E     ，………………………………………………………………（8分）

又 5 2(100 ) 200 3X        ，所以 ( ) 200 3 ( ) 300E X E    ，

故运营商需提供充值券总金额 X 的数学期望为 300元．……………………………（10分）

法二：每名客户摸出红球的概率为
3 1

3 6 3



，

设 为每名客户获得的充值券金额，则 2 5  ， ，

且
2( 2)
3

P    ，
1( 5)
3

P    ，

所以
2 1( ) 2 5 3
3 3

E       ， ( ) 100 ( ) 300E X E   ，

故运营商需提供充值券总金额 X 的数学期望为 300元．……………………………（10分）

18．（本小题满分 12分）

解：（1） 1 1b ∵ ， 1 1a ∴ ．……………………………………………………………（1分）

2 12 2b a  ，∴ 2 2a  ， 3 22 4b a  ，∴ 3 2a  ， 4 32 4b a  ．

………………………………………………………………………………………（6分）

（2）∵
( 1)
22

n n

nb


 ，∴当 2n≥ 时，
( 1)( 2)

2
1 2

n n

nb
 

  ，

∴当 2n≥ 时， 1

1

2nn
n

n

b
a

b




  ，又 1 1a  也满足 12nna
 ．……………………………（8分）

∴ 12nna
 ，………………………………………………………………………………（9分）

∴ 2 2
4 2 1 4log = log 2 1n

n nc a n
   ，……………………………………………………（10分）

∴数列{ }nc 的前 n项和
( 1)0 1 2 1
2n

n nS n 
       ．

…………………………………………………………………………………（12分）

19．（本小题满分 12分）

（1）证明：设圆 O的半径为 r，

在 AOB△ 中，OA OB r  ，
2π
3

AOB  ，
π
6

OAB  ，

故 3AB r ，又 2AF FB ，故
2 3
3
rAF  ，
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在 AOF△ 中，由余弦定理得
2 2 2 2 21 12 cos

3 3
OF OA AF OA AF OAF OA r          ，

所以 2 2 2OA OF AF  ，即OA OF ；

圆锥中， PO 底面 O ，OF 底面 O ，故 PO OF ，

又OA OP O ，所以OF 平面 AOP，

又OF 平面OEF ，所以平面 AOP 平面OEF ．……………………………………（6分）

（2）解：以O为原点，建立如图所示的空间直角坐标系O xyz ，

不妨设 3OA  ，则 3 3OP AB OA   ，
3 1
3

OF OA  ，

则 ( 3 0 0)A ，， ， (0 0 3)P ，， ，
3 3 0
2 2

B
 
  
 

， ， ，
3 3 3
4 4 2

E
 
  
 

， ， ，

(0 1 0)F ，， ，

( 3 0 3)AP  


，， ，
3 3 3
4 4 2

OE
 

   
 


， ， ， (0 1 0)OF 


，， ，

设平面OEF 的一个法向量为 ( )n x y z


， ， ，

有

3 3 3 0
4 4 2
0

x y z

y


   

 

，

，

解得 (2 3 0 1)n 


，， ，

设直线 AP与平面OEF 所成角为 ，

则
| | | 6 3 | 39sin | cos |

26| | | | 12 13
AP nAP n
AP n

  
     

    
 

，
  
    

．

…………………………………………………………………………………（12分）

20．（本小题满分 12分）

解：（1）∵ | | 4 3AB AC 
 

，∴ | || | sin 4 3AB AC BAC 
 

．

∵ 4AB AC 
 
  ，∴ | || | cos 4AB AC BAC 

 
，∴ tan 3BAC  ，

又 (0 π)BAC  ， ，∴
π
3

BAC  ，……………………………………………………（2分）

∴ | || | 8AB AC 
 

．…………………………………………………………………………（3分）

2 | | | | 2 2 | || | 2 16 8AB AC AB AC  
   

≥ ，

∴当且仅当 2 | | | | 4AB AC 
 

时，2 | | | |AB AC
 

有最小值8．…………………………（5分）

因此，不存在满足条件的 ABC△ ，使得 2 | | | | 6AB AC 
 

．

………………………………………………………………………………………（6分）
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（2）由（1）知，当 2 | | | | 8AB AC 
 

时， | | 2AB 


， | | 4AC 


．

………………………………………………………………………………………（7分）

解法一：在 ABC△ 中，
π
3

BAC  ，由余弦定理得， 2 2 2BC AB AC AB BC    ，

2 3BC  ，
π
2

ABC  ．………………………………………………………………（8分）

在 ABD△ 中，
π
3

BAC  ， 2 3BD AD ，

由正弦定理得，
sin 3
sin 2

BD BAC
AD ABD


 


，

2sin
2

ABD  ， BD AD ，

∴
π
4

ABD  ，
π
4

DBC  ．…………………………………………………………（10分）

1 2| || | sin 2| | | || | sin 32 2=
1 3| | | || | sin 2| || | sin 2 32 2

ABD

CBD

AB BD ABDSDB DA DB DA ADB
SCB CD CB CD DCB BC BD DBC

  
   

   

   
    △

△

．

…………………………………………………………………………………（12分）

解法二：

在 ABD△ 中，
π
3

BAC  ， 2 3BD AD ，由正弦定理得，
sin 3
sin 2

BD BAC
AD ABD


 


，

2sin =
2

ABD ， BD AD ，∴
π
4

ABD  ，………………………………………（8分）

∴
5π
12

BDA  ，

又
sin sin

AD AB
ABD BDA


 

，
2

2 2 3 1+
2 2 2 2

AD


 
  
 

， 2( 3 1)AD   ．

∴ 2(3 3)CD   ．……………………………………………………………………（10分）

| | | || | sin | | 2( 3 1) 3=
| | 3| | | || | sin 2(3 3)

ABD

CBD

SDB DA DB DA ADB AD
S CDCB CD CB CD DCB

  
   

  

   
    △

△

．

…………………………………………………………………………………（12分）

21．（本小题满分 12分）

解：（1）由 (1) 4f a ，得 4a b c a   ，又 6 0a b  ，

∴ 6b a  ， 9c a ， 3 2( ) 6 9f x ax ax ax   ．
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2 2( ) 3 12 9 3 ( 4 3) 3 ( 1)( 3)f x ax ax a a x x a x x          ，…………………………（2分）

0a  ，∵ 令 ( ) 0f x  ，得 1x  或 3x  ．

当 0a  时，令 ( ) 0f x  ，得 1x  或 3x  ；令 ( ) 0f x  ，得1 3x  ．

∴ ( )f x 在 ( 1)， 和 (3 ) ， 上单调递增，在 (1 3)， 上单调递减．

………………………………………………………………………………………（4分）

当 0a  时，令 ( ) 0f x  ，得 1x  或 3x  ；令 ( ) 0f x  ，得1 3x  ．

∴ ( )f x 在 ( 1)， 和 (3 ) ， 上单调递减，在 (1 3)， 上单调递增．

………………………………………………………………………………………（6分）

（2） 2 2( ) ( 6 9) ( 3)f x ax x x ax x     ，

令 ( ) e 0xf x x   ，得 2( 3) e xax x x   ， 0x  或 2( 3) e xa x   ，

则 1 0x  ， 2 3x x， 是 2( 3) e xa x   的两个不等正根．…………………………………（8分）

1 2 3 2 3 2 30x x x x x x x      ∴ ，

由 2( 3) e xa x   知： 0 ln 2ln(3 ) ln e xa a x    ，∴ ，

2 2ln 2ln(3 )a x x    ， 3 3ln 2ln(3 )a x x    ．

∴ 3 2 2 32ln(3 ) 2ln(3 )x x x x     ，

3 2 3 22ln(3 ) 2ln(3 ) (3 ) (3 )x x x x       ，

令 2 2 3 33 0 3 0x t x t     ， ，

则 3 2 3 22ln 2lnt t t t   ，

法一： 3 2

3 2

2
ln ln
t t
t t





，

由对数均值不等式 3 2 3 2

3 2ln ln 2
t t t t
t t
 




，可得 3 2 4t t  ， 3 2 2x x  ，

∴ 1 2 3 2x x x   ．………………………………………………………………………（12分）

法二：令 2

3

1tu
t

  ， 3 3 3 32ln 2ln( )t ut t ut   ，化简可得 3
2ln

1
ut

u



，

2 3
2( 1) ln

1
u ut t
u


 


，

令 ( ) 2( 1) ln 4( 1)h u u u u    ，

1( ) 2 ln 1h u u
u

     
 

，

令
1( ) ln 1u u
u

    ， 2 2

1 1 1( ) uu
u u u

     ，
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当 1u  时， ( ) 0u  ， ( ) (1) 0u   ， ( ) 0h u ∴ ， ( )h u 单调递增， ( ) (1) 0h u h  ，

∴当 1u  时， 2( 1) ln 4( 1)u u u   ，即 2 3
2( 1) ln 4

1
u ut t
u


  


，可得 3 2 2x x  ，

∴ 1 2 3 2x x x   ．………………………………………………………………………（12分）

22．（本小题满分 12分）

（1）解：由题意可知， 2 2a  ， 3c
a
 ， 2 2 2c a b  ，

则 1a  ， 2b  ．∴双曲线 C的方程为
2

2 1
2
yx   ．………………………………（2分）

设 0 0( )P x y， ， 1 1( )M x y， ， 2 2( )N x y， ，

把 l： 0
0 1

2
y y

x x   代入
2

2 0
2
yx   ，得 2 2 2

0 0 0( 2 ) 4 2 0y x x x x    ，又
2

2 0
0 1

2
y

x   ，

∴ 2 2 2 2
0 0 0 0Δ 16 8( 2 ) 8 0x y x y    ≥ ， 1 2 2 2

0 0

2 1
2

x x
x y

 


，………………………………（5分）

∵
2

2
| tan | 2 2

1

b
aMON
b
a

  
   
 

，
2 2sin
3

MON ∴ ．……………………………（6分）

∴
2 2

1 2 1 2
1 1 2 2| || | sin 1 2 | | 1 2 | | 2 | |
2 2 3

S OM ON MON x x x x       ，

∴ 2S  ．………………………………………………………………………………（8分）

（2）证明：双曲线渐近线方程为 = 2y x ，则 1 1= 2y x ， 2 22y x  ．

由MP PN
 

，得 1 2
0 1

x xx 






， 1 2 1 2

0
2 2

1 1
y y x xy  
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1 (1 )| || | sin 2 | | 2
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     ，
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2(1 ) 2 2

| | S








为定值．………………………………………………………………（12分）




