
学科网（北京）股份有限公司

长沙市一中 2023届高三月考试卷（四）

数学
时量：120分钟 满分：150分

一、单项选择题：本题共 8小题，每小题 5分，共 40分．在每小题给出的四个选项中，只有一项是符合题

目要求的．

1．集合  3 8A x x   N ，  6,7,8B  ，全集U A B  ，则  U A Bð 的所有子集个数（ ）

A．2 B．4 C．8 D．16

2．已知复数 z满足 i 3i 4z   ，其中 i为虚数单位，则 z在复平面内对应点在（ ）

A．第一象限 B．第二象限 C．第三象限 D．第四象限

3．在 ABC△ 中，点N 满足 2AN NC
 

，记 BN a
 

， NC b
 

，那么 BA 


（ ）

A． 2a b
 

B． 2a b
 

C． a b
 

D．a b
 

4．已知
1lg
2

a  ， 0.12b  ， sin3c  ，则（ ）

A．a b c  B．b c a  C．b a c  D．c b a 
5．2022年 9月 16日，接迎第九批在韩志愿军烈士遗骸回国的运—20专机在两架歼—20战斗机护航下抵达

沈阳国际机场。歼—20战机是我国自主研发的第五代最先进的战斗机，它具有高隐身性、高态势感知、高

机动性能等特点，歼—20机身头部是一个圆锥形，这种圆锥的轴截面是一个边长约为 2米的正三角形则机

身头部空间大约（ ）立方米

A． 3π B．
3
3
π C． 2π D．

2
2
π

6．已知函数   1cos
3 2
πf x x    

 
（ 0  ），将  f x 的图象上所有点的横坐标缩短为原来的

1
2
，

纵坐标不变，得到函数  g x 的图象，已知  g x 在 0,π 上恰有 5个零点，则的取值范围是（ ）

A．
82,
3

 
 

B．
72,
3

 
  

C．
82,
3

 
  

D．
72,
3

 
 

7．用 1，2，3，4，5，6组成六位数（没有重复数字），在任意相邻两个数字的奇偶性不同的条件下，1和
2相邻的概率是（ ）

A．
5
18

B．
4
9

C．
5
9

D．
13
18

8．已知三棱柱 1 1 1ABC ABC 中， 1 2AB AA  ， 3BC AC ，当该三棱柱体积最大时，其外接球的体

积为（ ）

A．
28 21 π
27

B．
32 π
3

C．
20 5 π
3

D．
28 7 π
9

二、多项选择题：本题共 4小题，每小题 5分，共 20分．在每小题给出的选项中，有多项符合题目要求，

全部选对的得 5分，有选错的得 0分，部分选对的得 2分．

9．如图，点 A，B，C，M ，N 是正方体的顶点或所在棱的中点，则满足MN∥平面 ABC的有（ ）
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A． B．

C． D．

10．已知抛物线C：
21

4
y x 的焦点为 F ， P为C上一点，下列说法正确的是（ ）

A．C的准线方程为
1
16

y  

B．直线 1y x  与C相切

C．若  0,4M ，则 PM 的最小值为 2 3

D．若  3,5M ，则 PMF△ 的周长的最小值为 11

11．已知数列 na 中， 1 1a  ，若 1

1

n
n

n

naa
n a








（ 2n  ， n N ），则下列结论中正确的是（ ）

A． 3
6
11

a  B．
1

1 1 1
2n na a

 

C． ln( 1) 1na n   D．
2

1 1 1
2n na a

 

12．已知偶函数  f x 在R上可导，  0 1f   ，    g x f x ，若    1 1 2f x f x x    ，则（ ）

A．  0 0g  B．  2023 2023g 

C．  3 3f  D．   22 2 1f n n   （ nN）

三、填空题：本题共 4小题，每小题 5分，共 20分．

13．已知圆C：  2 21 16x y   ，若直线 l与圆C交于 A， B两点，则 ABC△ 的面积最大值为______．

14．若  3
n

x x 的展开式的所有项的系数和与二项式系数和的比值是 32，则展开式中
3x 项的系数是

______．

15．已知点 1F 是椭圆
2 2

2 2 1x y
a b

  （ 0a b  ）的左焦点，过原点作直线 l交椭圆于 A，B两点，M ，N

分别是 1AF ， 1BF 的中点，若存在以MN为直径的圆过原点，则椭圆的离心率的范围是______．
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16．设函数   23 2
2

f x x ax  （ 0a  ）的图象与   2 lng x a x b  的图象有公共点，且在公共点处切线

方程相同，则实数b的最大值为______．
四、解答题：本题共 6小题，共 70分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤．

17．（本小题满分 10分）

已知数列 na 的前 n项和 nS 满足：  2 3 1n nS a  ，
*nN ．

（1）求 na 的通项公式；

（2）设 n nb na ，求数列 nb 的前 n项和 nT ．

18．（本题满分 12分）

设 ABC△ 的内角 A，B，C的对边分别为 a，b，c，面积为 S，已知D是 BC上的点，AD平分 BAC ．

（1）若
2 π
3

BAC  ， 4AB  ， 2AC  ，求 AD的值；

（2）若 ABC△ 为锐角三角形，请从条件①、条件②、条件③这三个条件中选择一个作为已知，求
BD
DC

的

取值范围．

条件①：  2 2 23 4b c a S   ；

条件②：
2 24sin 8sin 1 0

2
BB    ；

条件③：
2 2 2sin cos cos 3 sin sinB C A A B   ．

注：如果选择多个条件分别解答，按第一个解答计分．

19．（本题满分 12分）

如图，点 E在 ABC△ 内，DE是三棱锥D ABC 的高，且 2DE  ． ABC△ 是边长为 6的正三角形，

5DB DC  ，F 为 BC的中点．

（1）证明：点 E在 AF 上；

（2）点G是棱 AC上的一点（不含端点），求平面DEG与平面 BCD所成夹角余弦值的最大值．

20．（本题满分 12分）

已知双曲线C：
2 2

2 2 1x y
a b

  （ 0a  ， 0b  ）经过点  2, 3 ，两条渐近线的夹角为 60°，直线 l交双曲线

C于 A， B两点．

（1）求双曲线C的方程；

（2）若动直线 l经过双曲线的右焦点 2F ，是否存在 x轴上的定点  ,0M m ，使得以线段 AB为直径的圆恒

过M 点？若存在，求实数m的值；若不存在，请说明理由．
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21．（本小题满分 12分）

某中学 2022年 10月举行了 2022“翱翔杯”秋季运动会，其中有“夹球跑”和“定点投篮”两个项目，某

班代表队共派出 1男（甲同学）2女（乙同学和丙同学）三人参加这两个项目，其中男生单独完成“夹球跑”

的概率为 0.6，女生单独完成“夹球跑”的概率为 a（0 0.4a  ）．假设每个同学能否完成“夹球跑”互

不影响，记这三名同学能完成“夹球跑”的人数为．

（1）证明：在的概率分布中，  1P   最大．

（2）对于“定点投篮”项目，比赛规则如下：该代表队先指派一人上场投篮，如果投中，则比赛终止，如

果没有投中，则重新指派下一名同学继续投篮，如果三名同学均未投中，比赛也终止．该班代表队的领队

了解后发现，甲、乙、丙三名同学投篮命中的概率依次为  it P i  （ 1i  ，2，3），每位同学能否命

中相互独立．请帮领队分析如何安排三名同学的出场顺序，才能使得该代表队出场投篮人数的均

值最小？并给出证明．

22．（本小题满分 12分）

已知函数   sin lnf x x x m x   ， 0m  ．

（1）若函数  f x 在  0, 上是减函数，求m的取值范围；

（2）设
3ππ,
2

   
 

，且满足cos 1 sin    ，证明：当
20 sinm a    时，函数  f x 在  0,2π 上

恰有两个极值点．

长沙市一中 2023届高三月考试卷（四）

数学参考答案
一、单项选择题：本题共 8小题，每小题 5分，共 40分．在每小题给出的四个选项中，只有一项是符合题

目要求的．

题号 1 2 3 4 5 6 7 8

答案 C A A B B D C C

1．C 【解析】依题意，  4,5,6,7A  ，而  6,7,8B  ，则  4,5,6,7,8U  ，  6,7A B  ，因此

   4,5,8U A B ð ，所以  U A Bð 的所有子集个数是
32 8 ．故选：C．

2．A 【解析】由题得
3i 4 3 4i
i

z 
   ，所以 3 4iz   ．所以 z在复平面内对应点在第一象限．故选：

A．

3．A 【解析】 2 2BA BN NA BN NC a b     
       

．故选：A．

4．B 【解析】
1lg lg1 0
2

a    ，
0.1 02 2 1b    ，0 sin3 1  ，∴b c a  ．故选：B．

5．B 【解析】根据圆锥的轴截面是一个边长约为 2米的正三角形可知，圆锥底面半径为 1米，圆雉高为 3

米，根据圆雉体积公式得
21 33 π 1 π

3 3
V      ．故选：B．
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6．D 【解析】   π 1cos 2
3 2

g x x    
 

，令
π2
3

t x  ，由题意  g x 在 0, π 上恰有 5个零点，即

1cos
2

t  在
π π,2π
3 3

t      
上恰有 5个不相等的实根，由 cosy t 的性质可得

11π π 13π2π
3 3 3

   ，

解得
72
3

  ．故选：D．

7．C 【解析】将 3个偶数排成一排有 3
3A 种，再将 3个奇数分两种情况揷空有 3

32A 种，

所以任意相邻两个数字的奇偶性不同的 6位数有
3 3
3 32A A 72 种，

任意相邻两个数字的奇偶性不同且 1和 2相邻，分两种情况讨论：

当个位是偶数：2在个位，则 1在十位，此时有
2 2
2 2A A 4 种；

2不在个位：将 4或 6放在个位，百位或万位上放 2，在 2的两侧选一个位置放 1，最后剩余的 2个位置放

其它两个奇数，此时有
1 1 1 2
2 2 2 2C C C A 16 种；

所以个位是偶数共有 20种；

同理，个位是奇数也有 20种，则任意相邻两个数字的奇偶性不同且 1和 2相邻的数有 40种，

所以任意相邻两个数字的奇偶性不同的条件下，1和 2相邻的概率是
40 5
72 9

 ．故选：C．

8．C 【解析】解法一：因为三棱柱 1 1 1ABC ABC 为直三棱柱，所以 1AA 平面 ABC，

所以要使三棱柱的体积最大，则 ABC△ 面积最大，

因为
1 sin
2ABCS BC AC ACB   △ ，

令 AC x ，因为 3BC AC ，所以
23 sin

2ABCS x ACB  △ ，

在 ABC△ 中，

2 2 2 2

2

4 4cos
2 2 3

AC BC AB xACB
AC BC x
  

  


，

所以
 22 4 2

2
4 4

16 1 4 32 16sin 1
12 12
x x xACB
x x
   

    ，

所以    224 2
2 4 2

4 123 3 8 4sin 3
4 4 3 4ABC

xx xS x ACB
    

     △ ，

所以当
2 4x  ，即 2AC  时，  2ABCS△ 取得最大值 3，

所以当 2AC  时， ABCS△ 取得最大值 3，此时 ABC△ 为等腰三角形， 2AB AC  ， 2 3BC  ，

所以
2 2 2 4 4 12 1cos
2 2 2 2 2

AB AC BCBAC
AB AC
   

    
  

，  0, πBAC  ，

所以
2π
3

BAC  ，

由正弦定理得 ABC△ 外接圆的半径 r满足
2 3 4 22πsin

3

r  ，即 2r  ，
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所以直三棱柱 1 1 1ABC ABC 外接球的半径

2
2 2 1 5

2
AAR r     

 
，即 5R  ，

所以直三棱柱 1 1 1ABC ABC 外接球的体积为
34π 20 5 π

3 3
R  ．故选：C．

解法二：在平面 ABC中，由 2AB  ， 3BC AC 知，平面 ABC中C点的轨迹是阿氏圆，建立坐标系

可求出该阿氏圆的半径为 3．要使三棱柱的体积最大，则 ABC△ 面积最大，此时可计算出外接圆半径为

2．

所以直三棱柱 1 1 1ABC ABC 外接球的半径

2
2 2 12 5

2
AAR     

 
，即 5R  ，

所以直三棱柱 1 1 1ABC ABC 外接球的体积为
34 20 5 π

3 3
R

 ．

二、多项选择题：本题共 4小题，每小题 5分，共 20分．在每小题给出的选项中，有多项符合题目要求，

全部选对的得 5分，有选错的得 0分，部分选对的得 2分．

题号 9 10 11 12

答案 AD BC ABC ABD

9．AD 【解析】对于 A选项，由图 1可知MN DE AC∥ ∥ ，MN 平面 ABC， AC 平面 ABC ，

所以MN∥平面 ABC，A正确；

对于 B选项，设H是 EG 的中点，由图 2，结合正方体的性质可知， AB NH∥ ，MN AH BC∥ ∥ ，

AM CH∥ ，所以 A， B，C，H， N ，M 六点共面，B错误；

对于 C选项，如图 3所示，根据正方体的性质可知MN AD∥ ，由于 AD与平面 ABC相交，所以MN 与

平面 ABC相交．所以 C错误；
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对于 D选项，如图 4，设 AC NE D  ，由于四边形 AECN 是矩形，所以D是 NE中点，由于 B是ME
中点，，所以MN BD∥ ，由于MN 平面 ABC，BD平面 ABC ，所以MN∥平面 ABC，D正确．

故选：AD．

10．BCD 【解析】拋物线C：
21

4
y x ，即

2 4x y ，所以焦点坐标为  0,1F ，准线方程为 1y   ，故

A错误；

由

21 ,
4

1,

y x

y x

 

  

即
2 4 4 0x x   ，解得  24 4 4 0      ，所以直线 1y x  与C相切，故 B正确；

点  ,P x y ，所以    2 2 22 24 4 16 2 12 12PM x y y y y          ，

所以
min 

2 3PM  ，故 C正确；

如图过点P作 PN 准线，交于点 N ， NP PF ，  223 5 1 5MF     ，

所以周长 5 6 11PFMC MF MP PF MF MP PN MF MN          △ ，当且仅当M 、P、

N 三点共线时取等号，故 D正确；

故选：BCD．

11．ABC 【解析】因为 1

1

n
n

n

naa
n a








，故可得
1

1 1 1

n na a n

  ，
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1 1 2 2 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2n n n n na a a a a a a a n n  

     
                      

，

对 A：当 3n  时，
3

1 1 1 111
2 3 6a

    ，故可得 3
6
11

a  ，故 A正确；

对 B：因为
1

1 1 1

n na a n

  ，则
1

1 1 1
1n na a n

 


对 1n  也成立，

又当 1n  ，
*nN 时，

1 1
1 2n



，则

1

1 1 1
2n na a

  ，故 B正确；

对 C：令    ln 1f x x x   （ 0x  ），则   0
1
xf x

x


 


 ，故  f x 在  0, 上单调递减，

则    0 0f x f  ，则当 0x  时，  ln 1x x  ，
1 1ln 1
x x

   
 

；

则当 1n  ，
*nN 时，

1 1ln 1
n n

   
 

，即   1ln 1 lnn n
n

   ；

则         1 1ln 1 ln 1 ln ln ln 1 ln2 ln1 1
1

n n n n n
n n

                      
，

即   1ln 1
n

n
a

  ，又 0na  ，  ln 1 1na n   ，故 C正确；

对 D：
2

1 1 1 1 1 1 1
1 2 2 2 2n n

n
a a n n n n

        
 

，故 D错误．

故选：ABC．

12．ABD 【解析】因为函数  f x 为偶函数，所以  f x 的图象在 0x  处的斜率为 0，即    0 0 0g f   ，

故 A正确；

函数  f x 为偶函数，所以  g x 为奇函数，    1 1 2f x f x x    ，

所以    1 1 2g x g x    ，令 0x  ，得  1 1g  ，又  g x 为奇函数，所以    1 1 2g x g x    ，

               2023 2023 2021 2021 2019 3 1 1 2 1011 1 2023g g g g g g g g            ，

故 B正确；

假设   21 1
2

f x x  ，满足  f x 为偶函数，  0 1f   ，        2 21 11 1 1 1 2
2 2

f x f x x x x        ，

符合题目的要求，此时，   73
2

f  ，故 C错；

 f x 为偶函数，所以    1 1 2f x f x x    ，即    1 1 2f x f x x     ，

               2 2 2 2 2 2 2 4 2 0 0f n f n f n f n f n f f f                

     
  22 1 2 2

2 1 2 2 3 2 2 1 1 1 2 1
2
n n

n n n
                 （ nN），故 D正确．

故选：ABD．
三、填空题：本题共 4小题，每小题 5分，共 20分．
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13．8 【解析】圆C：  2 21 16x y   的圆心为  1,0 ，半径为 4，

设线段 AB的中点为M ，

由垂径定理得：
2 2 16AM MC  ，

由基本不等式可得：
2 2 16 2AM MC AM MC    ，

所以 8AM MC  ，当且仅当 AM MC 时，等号成立，

则
1 8
2ABCS AB CM AM CM    △ ，故答案为：8．

14．15 【解析】令 1x  ，得所有项的系数和为 4n，二项式系数和为 2n，所以
4 2 32
2

n
n

n   ，即 5n  ，

 53x x 的第 1r  项为  
1 55 52 2

5 5C 3 C 3
r r

rr r rx x x
  

     
 

，

令5 3
2
r

  ，得 4r  ，所以
3x 项的系数是

4
5C 3 15  ，故答案为：15．

15．
2 ,1
2

 
 

 
【解析】如图所示，当点M ，N 分别是 1AF ， 1BF 的中点时，OM ，ON 是 1ABF△ 的两

条中位线，若以MN 为直径的圆过原点，则有OM ON ， 1 1AF BF ，

解法一：所以在直角 1ABF△ 中， 12 2AB OF c  ，即 A、 B为以原点为圆心， c为半径的圆与椭圆的

交点，所以b c ，即
2 2b c ，

所以
2 22a c ，故

2
2

e ，又 1e  ，所以
2 1
2

e  ．

解法二：由上可知， 1 1AF BF ，

设点  0 0,A x y ，则点  0 0,B x y  ，又点  1 ,0F c ，

所以  1 0 0,AF c x y   


，  1 0 0,BF c x y  


，

则
2 2 2

1 1 0 0 0AF BF c x y    
 

，又
2 2
0 0
2 2 1x y
a b

  ，

所以
2

2 2 2
02 0c x b c

a
   ，得

 2 2 2
2
0 2

a c b
x

c


 ，

即只需
 2 2 2

2
20

a c b
a

c


  ，整理得：
2 22c a ，
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解得
2
2

e ，又 1e  ，所以
2 1
2

e  ．故答案为：
2 ,1
2

 
 

 
．

16． 2

1
2e

【解析】设公共点坐标为  0 0,x y ，则   3 2f x x a  ，  
2ag x
x

  （ 0x  ），

所以有    0 0f x g x  ，即
2

0
0

3 2 ax a
x

  ，解得 0x a （ 0 3
ax   舍去），

又    0 0 0y f x g x  ，所以有
2 2
0 0 0

3 2 ln
2
x ax a x b   ，

故
2 2
0 0 0

3 2 ln
2

b x ax a x   ，

所以有
2 21 ln

2
b a a a   ，对b求导有  2 1 lnb a a   ，

故b关于 a的函数在
10,
e

 
 
 

为增函数，在
1 ,
e

  
 

为减函数，

所以当
1
e

a  时b有最大值 2

1
2e

．故答案为： 2

1
2e

．

四、解答题：本题共 6小题，共 70分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤．

17．【解析】（1）由已知  2 3 1n nS a  ，
*nN ，

当 1n  时，  1 12 3 1S a  ，解得 1 1 3a S  ，

当 2n  时，  1 12 3 1n nS a   ，

则    12 3 1 3 1n n na a a     ，即 13n na a  ，

所以数列 na 是以 3为首项，3为公比的等比数列，

所以 13 3 3n n
na

   ；

（2）由（1）得 3nna  ，则 3nn nb na n   ，

所以  2 3 11 3 2 3 3 3 1 3 3n n
nT n n            ①，

 2 3 4 13 1 3 2 3 3 3 1 3 3n n
nT n n             ②，

①－②得
    1

2 3 1 1
3 1 3 3 2 1 3

2 3 3 3 3 3 3
1 3 2

n n
n n n

n

n
T n n


 

   
           


，

所以
  13 2 1 3

4

n

n

n
T

 
 ．

18．【解析】（1）依题意可得 ABD ACDS S S △ △ ，

可得
1 1 1sin sin sin
2 2 2
AB AC BAC AB AD BAD AD AC DAC           ，

又因为 AD平分 BAC ，且
2 π
3

BAC  ，所以
1 π
3

BAD DAC    ，
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则
1 3 1 3 1 34 2 4 2
2 2 2 2 2 2

AD AD           ，

整理可得
4
3

AD  ．

（2）选条件①：

∵  2 2 2 13 4 sin
2

b c a bc A    ，

∴
2 2 2

3 sin
2

b c a A
bc

 
  ，∴ 3cos sinA A ，即 tan 3A  ，

∵
π0,
2

A   
 

，∴
π
3

A  ，

在 ABD△ 中，由正弦定理得
sin sin

BD AB
BAD ADB


 

，∴
sin

sin
AB BADBD

ADB
 




，

在 ADC△ 中，由正弦定理得
sin sin

CD AC
CAD ADC


 

，∴
sin

sin
AC CADCD

ADC
 




，

∵ AD平分 BAC ， ADB 与 ADC 互补，

∴

2πsin 3 1sin cos sinsin 3 13sin 2 2
sin sin sin sin 2 tan 2

sin

AB BAD B B BBD AB c CADB
AC CADDC AC b B B B B

ADC

     
        

 


．

∵ ABC△ 是锐角三角形，∴
π π
6 2

B  ，∴
3tan
3

B  ，

∴
1 3 1 2
2 2tan 2B
   ，即

BD
DC

的取值范围为
1 ,2
2

 
 
 

．

选条件②：

∵ 2 1 cos4sin 8 1 0
2
BB 

    ，

∴
24sin 4cos 5 0B B   ，∴  24 1 cos 4cos 5 0B B    ，

∴  22cos 1 0B   ，∴
1cos
2

B  ，

∵
π0,
2

B   
 

，∴
π
3

B  ，

在 ABD△ 中，由正弦定理得
sin sin

BD AB
BAD ADB


 

，∴
sin

sin
AB BADBD

ADB
 




，

在 ADC△ 中，由正弦定理得
sin sin

CD AC
CAD ADC


 

，∴
sin

sin
AC CADCD

ADC
 




，

∵ AD平分 BAC ， ADB 与 ADC 互补，
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∴

sin
sin sin 2 3sin sinsin πsin 3sin

sin 3

AB BAD
BD AB c C CADB CAC CADDC AC b B

ADC

 
     

 


．

∵ ABC△ 是锐角三角形，∴
π π
6 2

C  ，

∴
1 sin 1
2

C  ，∴
3 2 3 2 3sin
3 3 3

C  ，

∴
BD
DC

的取值范围为
3 2 3,
3 3

 
  
 

．

选条件③：

∵    2 2 2sin 1 sin 1 sin 3sin sinB C A A B     ，

∴
2 2 2sin sin sin 3sin sinB A C A B   ，

由正弦定理得
2 2 2 3a b c ab   ，

∴根据余弦定理得
2 2 2 3 3cos
2 2 2

a b c abC
ab ab

 
   ，

∵
π0,
2

C   
 

，∴
π
6

C  ，

在 ABD△ 中，由正弦定理得
sin sin

BD AB
BAD ADB


 

，∴
sin

sin
AB BADBD

ADB
 




，

在 ADC△ 中，由正弦定理得
sin sin

CD AC
CAD ADC


 

，∴
sin

sin
AC CADCD

ADC
 




，

∵ AD平分 BAC ， ADB 与 ADC 互补，

∴

sin 1
sin 1sin 2

sin sin sin 2sin
sin

AB BAD
BD AB c CADB

AC CADDC AC b B B B
ADC









     


．

∵ ABC△ 是锐角三角形，∴
π π
3 2

B  ，

∴
3 sin 1
2

B  ，∴
1 21

sin 3B
  ，∴

1 1 3
2 2sin 3B
  ，

∴
BD
DC

的取值范围为
1 3,
2 3

 
  
 

．

19．【解析】（1）证明：连接EF，DF．

因为DE是三棱锥D ABC 的高，即DE 平面 ABC ，

因为 BC 平面 ABC ，所以DE BC ．

因为 5DB DC  ， BC的中点为 F ，所以DF BC ，

因为DE DF D  ，DE，DF 平面DEF，所以 BC 平面DEF，
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因为 EF 平面DEF，所以 BC EF ．

又因为 ABC△ 是边长为 6的正三角形， BC的中点为 F ，

所以 BC AF ，即点E在 AF 上．

（2）结合（1）得， 3 3AF  ，
2 2 4DF BD BF   ，

2 2 2 3EF DF DE   ， 3AE AF EF   ．

过点 E作 EH BC∥ ，交 AC 于H，结合（1）可知 EF，EH ， ED两两垂直，

所以以 E为坐标原点， EF


， EH


， ED


的方向分别为 x， y， z轴，建立如图所示的空间直角坐标系，

 3,0,0A  ，  2 3, 3,0B  ，  2 3,3,0C ，  0,0,2D

所以  2 3,3, 2BD  


，  0,6,0BC 


．

设平面 BCD的法向量为  1 1 1, ,m x y z


，

则
0,

0,

BD m

BC m

  


 








 即 1 1 1

1

2 3 3 2 0,
6 0,

x y z
y

   



取 1 1x  ，则  1,0, 3m 


．

又  3 3,3,0AC 


，

设 AG AC
 

，  0,1 ．

所以      3,0,0 3 3,3,0 3 3 3,3 ,0EG EA AC         
  

．

设平面DEG的法向量为  2 2 2, ,u x y z


，

则
0,

0,

ED u

EG u

  


 







  即  
2

2 2

2 0,

3 3 3 3 0,

z

x y 


   

取 2 3x  ，则
13, 3,0u


   
 


．

所以
2

3 1cos ,
212 3 3

u mu m
u m




  

   
 

  
  ，当且仅当

1
3

  时，等号成立．

所以平面DEG与平面 BCD所成夹角余弦值的最大值为
1
2
．

20．【解析】（1）∵两条渐近线的夹角为 60°，

∴渐近线的斜率 3b
a

   或
3
3

 ，即 3b a 或
3
3

b a ；
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当 3b a 时，由 2 2

4 9 1
a b

  得：
2 1a  ，

2 3b  ，∴双曲线C的方程为：
2

2 1
3
yx   ；

当
3
3

b a 时，方程 2 2

4 9 1
a b

  无解；

综上所述，双曲线C的方程为：
2

2 1
3
yx   ．

（2）由题意得：  2 2,0F ，

假设存在定点  ,0M m 满足题意，则 0MA MB 
 

恒成立；

方法一：①当直线 l斜率存在时，设 l：  2y k x  ，  1 1,A x y ，  2 2,B x y

∴
2

1 2 2

4
3

kx x
k

 


，
2

1 2 2

4 3
3

kx x
k





，

∴        2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 4MA MB x m x m y y x x m x x m k x x x x              

 

           2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 2 2

4 3 1 4 2
1 2 4 4 0

3 3
k k k k m

k x x k m x x m k m k
k k
  

           
 

，

∴          2 2 2 2 2 2 24 3 1 4 2 4 3 0k k k k m m k k        ，

整理可得：    2 2 24 5 3 3 0k m m m     ，

由

2

2

4 5 0,
3 3 0
m m

m
   


 
得： 1m   ；

∴当 1m   时， 0MA MB 
 

恒成立；

②当直线 l斜率不存在时， l： 2x  ，则  2,3A ，  2, 3B  ，

当  1,0M  时，  3,3MA 


，  3, 3MB  


，∴ 0MA MB 
 

成立；

综上所述，存在  1,0M  ，使得以线段 AB为直径的圆恒过M 点．

方法二：①当直线 l斜率为 0时， l： 0y  ，则  1,0A  ，  1,0B ，

∵  ,0M m ，∴  1 ,0MA m  


，  1 ,0MB m 


，

∴
2 1 0MA MB m   

 
，解得 1m   ；

②当直线 l斜率不为 0时，设 l： 2x ty  ，  1 1,A x y ，  2 2,B x y

由 2
2

2,

1
3

x ty
yx

 



 

得，  2 23 1 12 9 0t y ty    ，∴  
2

2

3 1 0,

12 3 3 0,

t

t

  

   

∴ 1 2 2

12
3 1

ty y
t

  


， 1 2 2

9
3 1

y y
t




，

∴       2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2MA MB x m x m y y x x m x x m y y         

 

           2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 2 2 2 1 2 4 4ty ty m ty ty m y y t y y t mt y y m m                
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       
2 2

22
2 2 2

9 1 12 2 12 15 9
4 4 2 0

3 1 3 1 3 1
t t t mt m t

m m m
t t t
   

        
  

；

当
12 15 9

3 1
m 




，即 1m   时， 0MA MB 
 

成立；

综上所述，存在  1,0M  ，使得以线段 AB为直径的圆恒过M 点．

21．【解析】（1）由已知，的所有可能取值为 0，1，2，3，

       2 20 1 0.6 1 0.4 1P a a        ，

           2 1
21 0.6 1 1 0.6 C 1 0.2 1 3P a a a a a           ，

       1 2
22 0.6 1 1 0.6 0.4 3 2P C a a a a a        

  23 0.6P a  

∵0 0.4a  ，∴       1 0 0.2 1 1 3 0P P a a        ，

     21 2 0.2 3 8 3 0P P a a       

     21 3 0.2 4 2 3 0P P a a        

所以概率  1P   最大．

（2）由（1）知，当 0 0.4a  时，有  1 1t P   的值最大，

且      2 3 2 3 0.2 6 7 0t t P P a a         ， 1 2 3t t t  ，

所以应当以甲、乙、丙的顺序安排出场顺序，才能使得该代表队出场投篮人数的均值最小．

证明如下：

假设 1p ， 2p ， 3p 为 1t ， 2t ， 3t 的任意一个排列，即若甲、乙、丙按照某顺序派出，

该顺序下三个小组能完成项目的概率为 1p ， 2p ， 3p ，记在比赛时所需派出的小组个数为，则 1  ，2，

3，且的分布列为：

 1 2 3

P 1p  1 21 p p   1 21 1p p 

数学期望       1 1 2 1 2 1 2 1 22 1 3 1 1 3 2E p p p p p p p p p           ，

∵ 1 2 3t t t  ，∴ 1 1p t ，      1 2 1 21 1 1 1p p t t     ，

∴      1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 1 2 1 23 2 2 1 1 2 1 1 3 2p p p p p p p t t t t t t t                 ，

所以应当以甲、乙、丙的顺序安排出场顺序，才能使得该代表队出场投篮人数的均值最小．

22．【解析】（1）   cos 1 mf x x
x

   ，

因为函数  f x 在  0, 上是减函数，所以   cos 1 0mf x x
x

    在  0, 上恒成立，

当 0m  时，   cos 1 0mf x x
x

    在  0, 上恒成立，满足题意；
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当 0m  时，当 0,
2
mx   

 
时，由 2m

x
 ，故   cos 1 cos 1 2 cos 1 0mf x x x x

x
         ，与

  0f x  在  0, 上恒成立矛盾，所以m的取值范围为  ,0 ．

（2）令   cos 1 0mf x x
x

    得 cosm x x x  ，

令   cosg x x x x  ，  0,2πx ，则   1 cos sing x x x x   ，

所以当  0,πx 时，   0g x  ，函数  g x 在  0,π 上单调递增，

当
3ππ,
2

x    
时，   2sin cos 0g x x x x   ，故函数  g x 在

3ππ,
2

 
  

上单调递减，

因 为  π 2 0g   ，
3π 3π1 0
2 2

g      
 
 ， 所 以 存 在 1

3ππ,
2

x   
 

， 使 得  1 0g x  ， 即

1 1 11 cos sin 0x x x   ，

所以当  1π,x x 时，   0g x  ，  g x 在  1π, x 上单调递增；

当 1
3π,
2

x x  
 

时，    0,g x g x  在 1
3π,
2

x 
 
 

上单调递减；

当
3π ,2π
2

x   
 

时，   3cos sin 0g x x x x    恒成立，

所以  g x 在
3π ,2π
2

 
 
 

上单调递增，

因为
3π 2 0
2

g      
 
 ，  2π 2π 0g   ，所以存在 2

3π ,2π
2

x   
 

，使得   0g x  ，

即 2 2 22sin cos 0x x x  ，所以当 2
3π ,
2

x x  
 

时，   0g x  ，  g x 单调递减，

当  2 , 2πx x 时，   0g x  ，  g x 单调递增，

因为
3π 3π1 0
2 2

g      
 
 ，  2π 0g  ，所以  g x 在

3π ,2π
2

 
 
 

上单调递减，

综 上 ， 函 数  g x 在  10, x 上 单 调 递 增 ， 在  1, 2πx 上 单 调 递 减 ， 且    0 2π 0g g  ，

   1 1 11 cosg x x x  ，

因为  1 1 1 11 cos sin 0g x x x x     ，即 1 1 11 sin cosx x x  ，所以     2
1 1 1 1 11 cos sing x x x x x    ，

所以     2
1 1 10 sing x g x x x    ，其中 1

3ππ,
2

x   
 

，

所以当 2
1 10 sinm x x   时，直线 y m 与  y g x 的图象在  0,2π 上有两个交点，

所以  f x 在  0,2π 上有两个变号零点，即  f x 在  0,2π 上有两个极值点．

所以取 1x  ，则 cos 1 sin    ，当
20 sinm     时，  f x 在  0,2π 上有两个极值点．


