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辽宁省部分重点中学协作体 2021 年模拟考试 

数学参考答案及评分标准 

一、单项选择题 

1.A     2.B     3.C   4.C 5.B 6.D 7.C 8.D

二、多项选择题 

9.BCD 10.BC 11.ACD 12.ABD;

三、填空题 

13. 3 14.  ； 3− 15. 1− 或1 16. 49

四、解答题 

17.【解析】

（1）证明：连接DF 交 AC 于G ，连接 EG ， 

因为 ABCD是正方形，且F 为 BC 中点， 

所以 2
DG AD

GF FC
= = ，即 2DG GF= ，………2 分 

又因为 2DE PE= ， 

所以 2
DG DE

GF PE
= = ，所以EG ∥PF ，……4 分 

又 PF 平面 ACE ，EG 平面 ACE

所以PF ∥平面 ACE .………………………5 分 

（2）以 A为坐标原点， , ,AB AD AP分别 

为 , ,x y z 轴正方向建立空间直角坐标系， 

由于PA AB= ，不妨设 1PA AB= = ， 

则 (1,0,0), (1,1,0), (0,1,0), (0,0,1)B C D P  

连接BD，则 AC BD⊥  

又因为PA ⊥平面 ABCD ,所以PA BD⊥  

因为PA AC A= ，所以BD ⊥平面PAC
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所以平面PAC 的法向量为 1 ( 1,1,0)n BD= = − ，………………………………………7 分 

设平面PBC 的法向量为 2 ( , , )n x y z= ，又因为 ( 1,0,1)BP = − ， (0,1,0)BC = ， 

则
2

2

0

0

n BP

n BC

  =


 =

，即
0

0

x z

y

− + =


=
，取 2 (1,0,1)n = ，……………………………………8 分 

所以
1 2

1 2

1 2

1 1
cos

22 2

n n
n n

n n


   = = =


， 

因为二面角B PC A− − 的大小为锐角，所以二面角B PC A− − 的大小为
3


. ……10 分   

法二：几何法 

解：由于PA AB= ，不妨设 1PA AB= = ，连接BD交 AC 于O， 

过O作OM PC⊥ 交 PC 于点M ，连结BM  

因为PA ⊥平面 ABCD ,所以PA BD⊥  

因为正方形 ABCD，所以 AC BD⊥  

又因为PA AC A= ，所以BD ⊥平面PAC   ………6 分 

所以BD PC⊥ ，因为OM PC⊥ ， 

又OM BD O= ，所以PC ⊥平面BOM     ………7 分 

所以PC BM⊥ ，又因为PC OM⊥  

所以 BMO 为所求二面角B PC A− − 的大小  ………………………………………8 分 

易知
1 2

2 2
OC OB BD= = = ，

2 21 ( 2) 3PC = + =  

因为 ,
2

OMC PAC MCO PCA


 = =  =  ，所以 MOC PAC   

所以
OM OC

PA PC
= ，解得

6

6
OM =                 ………………………………10 分 

因为OB ⊥平面PAC ，所以OB OM⊥ ，在直角三角形BOM 中， 

tan 3
OB

BMO
OM

 = = ，因为 (0, )
2

BMO


  ，所以
3

BMO


 =  ……11 分 

所以二面角B PC A− − 的大小为
3


                   ………………………… 12 分 
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18.【解析】 

（1）当 1n = 时，
2

1 1 12S a a= + ，因为 1 0a  ，所以 1 1a = ……………………… 2 分 

当 2n = 时，
2

2 1 2 2 22 2( )S a a a a= + = + ，解得： 2 1a = − 或 2 2a =  

注：少一个解扣一分     ………………………………………………………………4 分 

（2）当 2n  时，
2 2

1 1 12 2( ) ( )n n n n n n na S S a a a a− − −= − = + − + ， 

化简得： 1 1( )( 1) 0n n n na a a a− −+ − − =  （ 2n  ） 

所以 1n na a −= − 或 1 1n na a −− =   （ 2n  ）       ………………………………… 9 分 

又 1 1a = ， 2021 2020a = − ， 0na  ，所以存在如下形式的通项满足数列{ }na 的条件： 

(1 2020)

( 1) 2020 ( 2021)
n n

n n
a

n

 
= 

− 
              ………………………………… 12 分 

19.【解析】 

（1）因为 2C A= ，所以sin 2sin cosC A A= ，即：

2 2 2

2
2

b c a
c a

bc

+ −
=  ………2 分 

将 1b = ， 2c = 代入得
3 3 2 0a a− + = ，化简得

2( 1) ( 2) 0a a− + = ， 

因为 0a  ，所以 1a =                ………………………………………………5 分 

（2）由（1）可知 ABC 为等腰直角三角形，所以
2

C


= ， 

设 MAC  = ， (0, )
4


  ，则

2 2
MCA

 
 = − ，

2
MCB


 = ， 

取 BC 中点D，则MD BC⊥ ，所以
1

2cos
2

MC


= ，……………………………7 分 

又 1AM AC= = ，在 AMC 中，由正弦定理可得：

1

2cos
12

sin
sin( )

2 2



 
=

−

，…9 分 
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化简得
1

sin
2

 = ，因为 (0, )
4


  ，即

6


 = ，  

所以
4 6 12

MAB
  

 = − =                         ……………………………12 分 

20.【解析】 

（1）由题意可知：20 10 0.45b a= + ， (2 0.065) 10 1a b+ +  =  

解得 005.0=a ， 025.0=b ，…………………………………………………………2 分 

所以平均值等于50 0.05 60 0.25 70 0.45 80 0.2 90 0.05 69.5 +  +  +  +  = ……3 分 

中位数等于
0.2 625

65 10 69.4
0.45 9

+  =   ………………………………………………4 分 

（2）补全2 2 列联表：                           ………………………………5 分 

 男生 女生 总计 

希望去张家口赛区 10 20 30 

不希望去张家口赛区 30 20 50 

总计 40 40 80 

2
2 80 (10 20 20 30)

5.333 3.841
40 40 30 50

  − 
 =  

  
，  ……………………………………7 分 

所以有 95%的把握认为希望参加张家口赛区志愿者服务的候选人与性别有关.  ……8 分 

（3） X 可能取值为2,3,4  

7

2
)2(

5

7

3

3

2

4 ===
C

CC
XP ，

7

4
)3(

5

7

2

3

3

4 ===
C

CC
XP ，

7

1
)4(

5

7

1

3

4

4 ===
C

CC
XP ， …10 分 

所以 X 的分布列为： 

 

 

 

所以数学期望
7

20

7

1
4

7

4
3

7

2
2)( =++=XE .…………………………………12 分 

X  2  3  4  

 

P  
2

7
 

4

7
 

1

7
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21.【解析】 

（1）设 ),( yxQ ，由题意得
9

4

33
−=

+


−
=

x

y

x

y
kk QNQM  

化简得 )3(1
49

:
22

1 =+ x
yx

C
   

注：没写 3x （或 0y  ）扣一分  ……4分
 

（2）设点P 的坐标为 ),( 00 yxP ,由题意可知 1
1015

2

0

2

0 =+
yx

 ①, 

因为 00 3x  ，所以过点P 作 1C 切线的斜率显然存在，设直线的斜率为为 k ， 

即 )( 00 kxykxy −+= .将该直线方程与 1C 联立：

0 0

2 2

( )

1
9 4

y kx y kx

x y

= + −



+ =


得： 

0]36)(9[)(18)49( 2

0000

22 =−−+−++ kxyxkxykxk ,
     

……………………6分 

令 0= ,整理得 0)4(2)9(
2

000

22

0 =−+−− ykyxkx  ②.
    

……………………8分 

由题意知 1k , 2k 是方程②的两根,
2

0 9 0x −  ,且由韦达定理,知
9

4
2

0

2

0
21

−

−
=

x

y
kk  ③. 

将①代入③即得
3

2
21 −=kk ,

  
④
        

…………………………………………10分 

由 PDEPED = 2 ，结合题意可知： 1 tank PDE=  ， 2 tank PED= −   

所以
2

1

1
2

1

2
2tan

k

k
PDEk

−
−=−=  ⑤     …………………………………………11分 

由④⑤并结合点P 的位置解得：
3

4

2

1
21 −== kk ， ，经检验符合题意.  ………12分 

注：没写“经检验符合题意 ”不扣分 

22.【解析】 

（1）若 0a = ， ( ) 2 xf x e x= − ，即证：
22 2xe x x x−  + + ， 
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只需证：
21

1
2

xe x x + + ，设
21

( ) 1 ( 0)
2

xg x e x x x= − − −  ， 则 '( ) 1xg x e x= − − ， 

设 ( ) 1xh x e x= − − ，则 '( ) 1 ( 0)xh x e x= −  ，显然 '( )h x 在 [0, )x + 上单调递增， 

即 '( ) '(0) 0h x h = ，即 ( )h x 在 [0, )x + 上单调递增，所以 ( ) (0) 0h x h = ……2分 

即 '( ) 0g x  ，所以 ( )g x 在 [0, )x + 上单调递增，即 ( ) (0) 0g x g = ， 

所以 )(xf ≥
22 xx ++                    …………………………………………4分 

（2）令
2( ) 2e ( 1) 2 ( 1) 1x ax a x x a x −= − + − + + + ， 

对于 [0, )x  + ， ( ) 0x  恒成立，则 (0) 2 2 0ae −= −  ，解得 0a  ，……5分 

又因为
2 ( 1) 1 0x a x+ + +  在 [0, )x + 恒成立， 

因为 0x = 显然成立，所以
1

( 1)a x
x

− +  + 在 (0, )x + 恒成立，即 ( 1) 2a− +  ， 

解得 3a  − ，故 3 0a−   ，             …………………………………………6分 

下面证明：当 3 0a−   时， ( ) 0x  在 [0, )x + 恒成立 

令
2( ) 2e ( 1) 2 ( 1) 1x at a a x x a x−= − + − + + + ， [ 3,0]a −  

显然 ( )t a 在 [ 3,0]a − 单调递减； 

（事实上
2

'( ) 2e
( 1) 1

x a x
t a x

x a x

−= − − −
+ + +

，因为 0x  ，所以 '( ) 0t a  ）， 

则
2( ) (0) 2 2 1xt a t e x x x = − − + + ，   …………………………………………9分 

由（1）问可知，
21

1
2

xe x x + + ， 

所以
2 2 2 2 21

2 2 1 2(1 ) 2 1 ( 1 1) 0
2

xe x x x x x x x x x x− − + +  + + − − + + = + + −   

当且仅当 0x = 时取等，故 ( ) 0x  在 [0, )x + 恒成立. 

综上： 3 0a−                        …………………………………………12分 
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