
银川一中、昆明一中 2023届高三联合考试一模

数学（理科）

本试卷满分 150分，考试时间 120分钟

一、选择题：本大题共 12小题，每小题 5分，共 60分.每小题给出的四个选项中，只有一项是符合

题目要求的.

1. 已知集合
 1 3A x x  

，
 2 2 0B x x x  

，则 A B （ ）

A.  2,3 B.  1,2 C.    ,0 1,   D.    ,0 2, 

【答案】C

【解析】

【分析】根据一元二次不等式解法求出 B集合，利用集合并集运算法则即可求解.

【详解】依题意知，

由 2 2 0x x  ，解得： 0x  或 2x  ，

即  | 0B x x  或 2x  ，又  1 3A x x  

所以 A B     ,0 1,   .

故选：C.

2. 若向量 a

，b

满足 1a 


， 2b 


，且 a

与b

的夹角为

π
3
，则 a b 

 
（ ）

A. 2 B. 5 C. 6 D. 7

【答案】D

【解析】

【分析】根据  2a b a b  
   

结合数量积的运算律计算即可.

【详解】因为 1a 


， 2b 


， a

与b

的夹角为

π
3
，

所以
11 2 1
2

a b    
 

，

则  2 2 2
2 1 4 2 7a b a b a b a b          

       
.

故选：D.

3. 已知1 i 是关于 x的方程  2 0 ,x px q p q   R 的一个根，则复数 ip q 在复平面内对应的点位于（ ）

A. 第一象限 B. 第二象限 C. 第三象限 D. 第四象限

【答案】B

【解析】

【分析】根据一元二次方程的复数根为共轭复数，再结合韦达定理可求得 ,p q，再根据复数的几何意义即可得解.

【详解】因为1 i 是关于 x的方程  2 0 ,x px q p q   R 的一个根，

所以方程的另外一个根为1 i ，



则   1 i 1 i , 1 i 1 ip q        ，

所以 2, 2p q   ，

所以 i 2 2ip q    在复平面内对应的点位于第二象限.

故选：B.

4. 南宋数学家在《详解九章算法》和《算法通变本末》中提出了一些新的垛积公式，所讨论的高阶等差数列与一般

等差数列不同，高阶等差数列中前后两项之差并不相等，但是逐项差数之差或者高次差成等差数列.现有高阶等差数

列，其前 7项分别为 1，2，4，7，11，16，22，则该数列的第 20项为（ ）

A. 172 B. 183 C. 191 D. 211

【答案】C

【解析】

【分析】构造数列 1n na a  ，并利用等差数列的性质即可求得原数列的第 20项为 191

【详解】高阶等差数列 na ： 1，2，4，7，11，16，22，L ，

令 1n n nb a a  ，则数列 nb ：1，2，3，4，5，6，L ，

则数列 nb 为等差数列，首项 1 1b  ，公差 1d  ， nb n ，则 1n n na a  

则        20 20 19 19 18 18 17 2 1 1a a a a a a a a a a         

  19(19 1)19 18 17 1 1 1 191
2


        

故选：C

5. 设 sin
1+ =

4 3
 （ ） ，则 sin 2 

A.
7
9

 B.
1
9

 C.
1
9

D.
7
9

【答案】A

【解析】

【详解】试题分析： ，两边平方后得 ，

整理为 ，即 ，故选 A.

考点：三角函数

6. 已知函数  y f x 的部分图像，如下图所示，则该函数的解析式可能为（ ）

A.   sin xf x
x

 B.   e ex x

f x
x






C.   sin cosf x x x D.   2ln( 1 ) sinf x x x x   

【答案】A

【解析】

【分析】利用函数的奇偶性和函数值判断.

【详解】解：由图像知：函数是偶函数，

A. 因为      sinsin sin,
xx xf x f x

x x x


   


，所以    =f x f x ，又  1 sin1 0f   ，符合题意；

B. 因为    ,
x x x x x xe e e e e ef x f x
x x x

    
   


，所以    =f x f x ，又当 0x  时，   0f x  ，不符合

题意；

C. 因为        sin cos , sin cos sin cosf x x x f x x x x x      ，所以    =f x f x ，又当 0x  时，

  0f x  ，不符合题意；

D. 因为    2 2ln( 1 ) sin ln( 1 ) sinf x x x xf x x x x        ，所以    f x f x   ，是奇函数，不符合

题意；

故选：A

7. 已知O是坐标原点，点  1,1A  ，若点  ,M x y 为平面区域

2
1
2

x y
x
y







�

�

�

，上的一个动点，则OA OM
 

的取值范围

是（ ）

A. [﹣1，0] B. [0，1] C. [0，2] D. [﹣1，2]

【答案】C

【解析】

【分析】由约束条件作出可行域，利用向量数量积运算可得目标函数 z OA OM x y    
 

，化目标函数为直线方

程的斜截式，由数形结合得 
 
OA OM 的取值范围．

【详解】满足约束条件

2
1
2

x y
x
y







�

�

�

的平面区域如图所示：联立
1
2

x
x y


  

，解得 S（1，1），P（0,2）.

∵  1,1A  ，  ,M x y ，∴OA OM x y   
 

，令 z x y   ，化为 y= x+ z，

作出直线 y x ，由图可知，平移直线 y x 至 S 时，目标函数 z x y   有最小值 0；

平移直线 y x 至 P 时，目标函数 z x y   有最大值 2．∴ 
 
OA OM 的取值范围是[0，2]．

故选 C



【点睛】本题考查简单的线性规划的简单应用，平面向量数量积公式的应用，考查数形结合的解题思想方法，属于

基础题．

8. 已知等比数列 na 满足 0, 1,2,na n  ，且
2

5 2 5 2 ( 3)n
na a n   ，则当 1n  时，

2 1 2 3 2 2 1log log log na a a    

A. (2 1)n n  B. 2( 1)n  C. 2n D. 2( 1)n 

【答案】C

【解析】

【 详 解 】 试 题 分 析 ： 因 为  na 为 等 比 数 列 ， 所 以

2
1 2 1 2 2 2 5 2 5 2 n

n n na a a a a a         ,

    22 222
2 1 2 3 2 2 1 2 1 2 1 2log log log log log 2 log 2

nn
n n

n na a a a a n         .故 C正确.

考点：1等比比数列的性质;2对数的运算法则.

9. 某学生到工厂实践，欲将一个底面半径为 2，高为 3的实心圆锥体工件切割成一个圆柱体，并使圆柱体的一个底

面落在圆锥体的底面内.若不考虑损耗，则得到的圆柱体的最大体积是

A.
16
9


B.
8
9


C.
16
27


D.
8
27


【答案】A

【解析】

【分析】

根据条件求出圆柱的体积，利用基本不等式研究函数的最值即可．

【详解】解：设圆柱的半径为 r，高为 x，体积为V ，

则由题意可得
3

2 3
r x
 ，

33
2

x r   ，

圆柱的体积为
2 3( ) (3 )(0 2)

2
V r r r r    ，



则 3

3 3 3316 3 3 3 16 164 4 2( ) (3 ) ( )
9 4 4 2 9 3 9

r r r
V r r r r  

  
     �

．

当且仅当
3 33
4 2
r r  ，即

4
3

r  时等号成立．

圆柱的最大体积为
16
9


，

故选：A．

【点睛】本题考查圆柱的体积和基本不等式的实际应用，利用条件建立体积函数是解决本题的关键，是中档题．

10. 已 知 函 数  f x 的 定 义 域 为 R ， 若    2 =f x f x ， 且  2 2f x   为 奇 函 数 ， 则

       1 2 3 2023f f f f    （ ）

A. 5085 B. 4046 C. 985 D. 2046

【答案】B

【解析】

【分析】根据题意可得  f x 关于 1x  对称，  f x 关于  2, 2 对称，且  2 2f   ，令     2g x f x  ，求出

函数  g x 的周期，即可得出函数  f x 的周期，再根据函数的周期性求解即可.

【详解】令     2g x f x  ，

因为    2 =f x f x ，所以  f x 关于 1x  对称，所以  g x 关于 1x  对称，

所以    2g x g x  ，

因为  2 2f x   为奇函数，所以  f x 关于  2, 2 对称，且  2 2 0f   ，

所以  2 2f   ，

所以函数  g x 关于  2,0 对称，即函数  2g x  为奇函数，

所以    2 2g x g x     ，

所以    2g x g x   ，所以      4 2g x g x g x     ，

即    4 2 2f x f x    ，所以    4f x f x  ，

所以函数  f x 是以 4为周期的周期函数，

因为  f x 关于 1x  对称，所以    0 2 2f f   ，



因为  f x 关于  2, 2 对称，

所以      1 3 2 2 4f f f    ，

所以        0 1 2 3 8f f f f     ，

所以          20241 2 3 2023 8 0 4046
4

f f f f f           .

故选：B.

11. 2022 年卡塔尔世界杯会徽（如图）正视图近似伯努利双纽线.在平面直角坐标系 xOy中，把到定点  1 ,0F a ，

 2 ,0F a 距离之积等于  2 0a a  的点的轨迹称为双纽线.已知点 0 0( , )P x y 是双纽线C上一点，有如下说法：

①双纽线C关于原点O中心对称；

② 02 2
a ay   ；

③双纽线C上满足 1 2PF PF 的点 P有两个；

④ PO 的最大值为 2a .

其中所有正确的说法为（ ）

A.①② B.①③ C.①②③ D.①②④

【答案】D

【解析】

【分析】对于①，根据双纽线的定义求出曲线方程，然后将 ( , )x y  替换方程中的 ( , )x y 进行判断，对于②，根据

三角形的等面积法分析判断，对于③，由题意得 1 2PF PF ，从而可得点 P在 y轴上，进行可判断，对于④，由

向量的性质结合余弦定理分析判断,据此可求出选项.

【详解】对于①，因为定义在平面直角坐标系 xOy中，把到定点 1 2( ,0), ( ,0)F a F a 距离之积等于 2 ( 0)a a  的点的

轨迹称为双纽线C，所以 2 2 2 2 2( ) ( )x a y x a y a     ，

用 ( , )x y  替换方程中的 ( , )x y ，原方程不变，所以双纽线C关于原点O中心对称，所以①正确；

对于②，根据三角形的等面积法可知 1 2 1 2 0
1 1sin 2
2 2
PF PF F PF a y    ，

即 0 1 2sin
2 2
a ay F PF   ，所以 02 2

a ay   ，所以②正确；

对于③，若双纽线C上的点 P满足 1 2PF PF ，则点 P在 y轴上，即 0x  ，



所以 2 2 2 2 2a y a y a   ，得 0y  ，所以这样的点 P只有一个，所以③错误；

对于④，因为 1 2
1 ( )
2

PO PF PF 
  

，

所以    2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 1 2 2
1 12 2 cos
4 4

PO PF PF PF PF PF PF PF F PF PF        
        

，

由余弦定理得
2 22

1 1 2 1 2 24 2 cosa PF PF PF FPF PF    
   

，

所以
2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2cos cos 2PO a PF PF FPF a a FPF a       
  

，

所以 | |PO 的最大值为 2a，所以④正确，

故选：D

12. 已知实数 0a  ， 0b  ， 1a  ，且满足 ln 1a b a   ，则下列判断正确的是（ ）

A. a b B. a b C. log 1a b  D. log 1a b 

【答案】C

【解析】

【分析】由 ln 1a b a   ，可得
1ln ln lnab a a
a


   ，令    1 ln 0xf x x x
x


   ，再利用导数判断函数

 f x 的单调性，再分 1a  和 0 1a  两种情况讨论，即可得解.

【详解】因为 ln 1a b a   ，所以
1ln ab
a


 ，所以
1ln ln lnab a a
a


   ，

令    1 ln 0xf x x x
x


   ，则  

1
1 2 12

xx
x xxf x

x x x x




     ，

所以  
 

 
2

1
0 0

x
f x x

x x


    ，

所以  f x 在  0,  上递增，且  1 0f  ，

当  0,1x 时，   0f x  ，当  1,x   时，   0f x  ，

因为 0a  ， 0b  ， 1a  ，

所以当 0 1a  时，   1 ln 0a a
a

f a 
  ，

即 ln ln 0b a  ，所以b a ，

所以 ln ln 0b a  ，所以
ln 1
ln
b
a
 ，即 log 1a b  ，

当 1a  时，   1 ln 0a a
a

f a 
  ，

即 ln ln 0b a  ，所以b a ，



所以 ln ln 0b a  ，所以
ln 1
ln
b
a
 ，即 log 1a b  ，

综上所述 C选项正确.

故选：C.

【点睛】关键点点睛：解决本题的关键在于根据题意得出
1ln ln lnab a a
a


   ，在构造函数

   1 ln 0xf x x x
x


   ，再根据函数的单调性及  1 0f  进行分析.

二、填空题：本大题共 4小题，每小题 5分，共 20分.
13. 抛物线C： 2 4y x 的准线截圆 2 2 4x y  所得的弦长为_________.

【答案】 2 3

【解析】

【分析】先求出圆心到准线的距离，再根据圆的弦长公式求解即可.

【详解】抛物线C： 2 4y x 的准线为 = 1x  ，

圆 2 2 4x y  的圆心为  0,0 ，半径 2r  ，

圆心  0,0 到准线 = 1x  的距离 1d  ，

所以所求弦长为 2 22 2 3r d  .

故答案为： 2 3 .

14. 某学校组织 1200 名学生进行“防疫知识测试”．测试后统计分析如下：学生的平均成绩为 x =80，方差为

2 25s  ．学校要对成绩不低于 90分的学生进行表彰．假设学生的测试成绩 X近似服从正态分布  2,N   （其中

μ近似为平均数 x ， 2 近似为方差 2s ，则估计获表彰的学生人数为___________．（四舍五入，保留整数）

参 考 数 据 ： 随 机 变 量 X 服 从 正 态 分 布  2,N   ， 则   0.6827P X        ，

 2 2 0.9545P X        ，  3 3 0.9973P X        ．

【答案】27

【解析】

【分析】根据题意得到 80, 5, 2 90       ，结合3 原则和正态分布的对称性求出 ( 90) 0.02275P X   ，

求出获得表彰的学生人数.

【详解】由题意得： 80, 5, 2 90       ，

故
1 1( 90) ( 2 ) 0.9545 0.02275
2 2

P X P X          ，

所以1200 0.02275 27  ．

故答案为：27.

15. 已知 , , ,A B C D是球O的球面上的四点， BD为球O的直径，球O的表面积为16 ，且 AB BC ，

2AB BC  ，则直线 AD与平面 ABC所成角的正弦值是___________.



【答案】
6
3

##
1 6
3

【解析】

【分析】取 AC中点 1O ，延长 1BO 至 E，使 1 1O E BO ，根据给定条件证明DE 平面 ABC，经推理计算作答.

【详解】依题意，O是 BD中点，取 AC中点 1O ，延长 1BO 至 E，使 1 1O E BO ，连接 1, , ,OO DE AE CE ，如图，

则有 1/ /DE OO ，且四边形 ABCE是平行四边形， 2AE BC  ，

因 AB BC ，则 1O 是平面 ABC截球 O所得截面小圆的圆心，于是得 1OO 平面 ABC，DE 平面 ABC，

因此， DAE 是直线 AD与平面 ABC所成角，

由球O的表面积为16 得球半径 2OA  ，而 2AB BC  ，则 1 2AO  ，而 1OO AC ，

从而得 1 2OO  ， 12 2 2DE OO  ，Rt ADE△ 中， 2 2 2 3AD AE DE   ，
6sin
3

DEDAE
AD

   ，

所以直线 AD与平面 ABC所成角的正弦值是
6
3

.

故答案为：
6
3

16. 已知双曲线
2 2

2 2: 1( 0, 0)x yE a b
a b

    的左、右焦点分别为 1 2,F F ，过 2F 作圆 2 2 2:O x y a  的切线，切点

为T ，延长 2F T 交双曲线 E的左支于点 P．若 2 2
3
2

PF TF ，则双曲线 E离心率的取值范围是__________．

【答案】 ( 2, 10)

【解析】

【分析】由题知 OT a ， 2OF c ， 2TF b ， 2cos bOF T
c

  ，进而结合双曲线的性质，余弦定理得
2

2
bPF
b a




，

故
2 3

2
b b
b a




且b a ，进而得3 1b
a

  ，再根据离心率公式求解即可.

【详解】解：如图，因为过 2F 作圆 2 2 2:O x y a  的切线，切点为T ，

所以 2OT TF ， OT a ，

所以，在 2Rt OTF 中， OT a ， 2OF c ， 2TF b ， 2cos bOF T
c

  ，

因为，延长 2F T 交双曲线 E的左支于点 P，



所以 2 1 2PF PF a  ，即 2 12PF a PF  ，

所以，在 1 2PF F△ 中，
 222 2 2 2

2 22 1 1 1
2

2 1 1 2

4 2
cos

2 4
PF c PF aPF FF PFbOF T

c PF FF c PF
   

   


，整理得

2

2
bPF
b a




，

所以b a ，即 1b
a
 ，所以

2

1 2be
a

    
 

因为 2 2
3
2

PF TF ，即
2 3

2
b b
b a




，整理得 3b a ，即 3b
a


所以

2

1 10be
a

    
 

，

综上，双曲线 E离心率的取值范围是 ( 2, 10)

故答案为： ( 2, 10)

三﹑解答题：共 70分.解答应写出必要的文字说明、证明过程或演算步骤.第 17~21 题为必考题，每

个试题考生都必须作答.第 22、23题为选考题，考生根据要求作答.
（一）必考题：共 60分.
17. 如图，正方形 ABCD 和四边形 ACEF 所在的平面互相垂直，CE⊥AC，EF∥AC，AB= 2， 1CE EF  ．

（1）求证：CF⊥平面 BDE；

（2）求二面角 A-BE-D 的大小．

【答案】(1)见证明；(2)
π
6
（或 030 ）

【解析】

【分析】（1）连接 FG，可证得四边形 CEFG 为菱形，故得CF EG .再根据平面 ABCD平面 ACEF 得到 BD 平面

ACEF，从而CF BD ．由线面垂直的判定定理可得结论成立．（2）建立空间直角坐标系，求出平面 BDE 和平面 ABE

的法向量，求出两向量的夹角的余弦值并结合图形可得所求角的大小．

【详解】（1）连接 FG，



∵ / / , 1, 1EF CG EF CG CE   ，

∴四边形 CEFG 为菱形,

∴CF EG .

∵ABCD 为正方形，

∴ BD AC，

又平面 ABCD平面 ACEF，平面 ABCD平面 ACEF=AC，BD平面 ABCD

∴ BD 平面 ACEF，

∵CF平面 ACEF，

∴CF BD ．

又 BD EG G  ，BD平面 BDE, BG平面 BDE，

∴CF 平面 BDE．

（1）∵正方形 ABCD 和四边形 ACEF 所在的平面互相垂直，且 CE⊥AC，

∴CE⊥平面 ABCD，

以 C 为原点，CB 为 x轴，CD 为 y轴，CE 为 z轴，建立如图所示的空间直角坐标系C xyz ，

则           2 20,0,0 , 2, 2,0 , 0, 2,0 , 0,0,1 , 2,0,0 , , ,1
2 2

C A B E D F
 
  
 

，

∴   2 20, 2,1 , , ,1
2 2

BE CF
 

     
 

 
，  2,0,0AB 


，

由（1）可得
2 2, ,1
2 2

CF
 

   
 


是平面 BDE 的一个法向量．

设平面 ABE 的一个法向量为  1 1 1, , ,n x y z


由
1

1 1

= 2 =0

= 2 + =0

BE n x

AB n y z

 

 





 
  ，得

1

1 1

=0

= 2

x

z y





，



令 1 1y  ，得  0,1, 2n  ，

∴
3cos ,
2

CF nCF n
CF n


  



     ，

由图形可得二面角 A-BE-D 为锐角，

∴二面角 A-BE-D 的大小为
6


（或 030 ）．

【点睛】利用向量求空间角是高考的热点，几乎每年必考，主要是突出向量的工具性作用．解题时要注意以下两点：

一是建立坐标系时要明确指出坐标原点和坐标轴，否则会出现建系不规范的错误．二是将向量的夹角转化成空间角

时，要注意根据角的概念和图形特征进行转化．

18. 盲盒，是指消费者不能提前得知具体产品款式的玩具盒子，具有随机性．因其独有的新鲜性，刺激性及社交属

性而深受各个年龄段人们的喜爱．已知M 系列盲盒共有 12个款式，为调查M 系列盲盒更受哪个年龄段的喜爱，向

00前、00后人群各随机发放了 50份问卷，并全部收回．经统计，有 45%的人未购买该系列育盒，在这些未购买者

当中，00后占
2
3
．

（1）请根据以上信息填表，并分析是否有 99%的把握认为购买该系列盲盒与年龄有关？

00前 00后 总计

购买

未购买

总计 100

附：
 

    

2
2 n ad bc

K
a b c d a c b d




   
，

 2
0P K k 0.10 0.05 0.010 0.001

0k 2.706 3.841 6.635 10.828

（2）一批盲盒中，每个盲盒随机装有一个款式，甲同学已经买到 3个不同款，乙、丙同学分别已经买到m个不同

款，已知三个同学各自新购买一个盲盒，且相互之间无影响，他们同时买到各自的不同款的概率为
1
3
．

①求m；

②设 X 表示三个同学中各买到自己不同款的总人数，求 X 的分布列和数学期望．

【答案】（1）有 99%的把握认为购买该系列盲盒与年龄有关

（2）① 4；②见解析

【解析】

【分析】（1）列出列联表，计算出 2K 然后判断.

（2）①利用概率的乘法公式计算；



②分析 X 的取值后，由概率的加法公式和乘法公式计算，得到分布列，然后计算期望.

【小问 1详解】

由题意可得

00前 00后 总计

购买 35 20 55

未购买 15 30 45

总计 50 50 100

则
 22 100 35 30 15 20 100 9.091 6.635
50 50 45 55 11

K
  

   
  

所以有 99%的把握认为购买该系列盲盒与年龄有关.

【小问 2详解】

①由题意三个同学同时买到各自的不同款的概率为
9 12 12 1
12 12 12 3

m m- -
创 = ，解得 20m  或4，

因为0 12m  ，所以 4m  .

②由题 X 的所有可能取值为 0，1，2，3

( )
3 4 4 10
12 12 12 36

P X = = 创 = ；

( )
9 4 4 3 8 4 71 2
12 12 12 12 12 12 36

P X = = 创 + 创 � ；

( )
9 8 4 3 8 8 42 2
12 12 12 12 12 12 9

P X = = 创 � 创 = ；

  13
3

P X  

其分布列为

X 0 1 2 3

P
1
36

7
36

4
9

1
3

所以数学期望   1 7 4 1 250 1 2 3
36 36 9 3 12

E X          .

19. 在 ABC 中，角 A，B，C所对的边分别为 a，b，c， 2 2c ac b  .

（1）证明： 2B C ；

（2）求
a b
c


的取值范围.

【答案】（1）证明见解析.



（2） (1,5) .
【解析】

【分析】（1）运用余弦定理得 2 cosc B a c   ，再运用正弦定理边化角化简计算即可.

（2）运用三角形内角范围求得角 C的范围，进而求得 cosC范围，运用边化角将问题转化为求关于 cosC的二次

函数在区间上的值域.

【小问 1详解】

∵ 2 2c ac b  ，

∴ 2 2c b ac   ，

∴由余弦定理得：
2 2 2 2

cos
2 2 2

a c b a ac a cB
ac ac c

   
   ，即： 2 cosc B a c   ，

由正弦定理得： 2sin cos sin sinC B A C   ，

∴ 2sin cos sin( ) sin sin cos sin cos sinC B B C C B C C B C       ，

整理得： sin cos sin cos sin 0B C C B C   ，即： sin( ) sinB C C  ，

又∵ (0, π)B C、 ，

∴ B C C  ，即： 2B C .

【小问 2详解】

∵ 2B C ，

∴ π 3A C  ，

又∵ sin2 2sin cosC C C  ，

2sin 3 sin( 2 ) sin cos 2 cos sin 2 sin cos 2 2sin cosC C C C C C C C C C C          ，sin 0C  ，

∴由正弦定理得：

sin sin sin(π 3 ) sin 2 sin3 sin 2
sin sin sin

a b A B C C C C
c C C C
    

  

2
2sin cos2 2sin cos 2sin cos cos2 2cos 2cos

sin
C C C C C C C C C

C
    

   

2 2 22cos 1 2cos 2cos 4cos 2cos 1C C C C C       ，

又∵

0 π 0 π 3 π
π0 π 0 2 π      0
3

0 π 0 π       

A C
B C C
C C

     
         
     

，

∴
1 cos 1
2

C  ，

令 cost C ，则
24 2 1a b t t

c


   ，
1 1
2

t  ，

∵ 24 2 1y t t   对称轴为
1
4

t   ，

∴ 24 2 1y t t   在
1( ,1)
2

上单调递增，



当
1
2

t  时，
1 14 2 1 1
4 2

y       ；当 1t  时， 4 2 1 5y     ，

∴1 5a b
c


  ，即：
a b
c


的范围为 (1,5) .

20. 已知圆 1F：  2 22 16x y   ， E为圆 1F上一动点，  2 2,0F ，线段 2EF 的垂直平分线交 1EF 于点 G.

（1）求动点 G的轨迹 C的方程；

（2）已知  2,0A ，轨迹 C上关于原点对称的两点 M，N，射线 AM，AN分别与圆 2 2 4x y  交于 P，Q两点，

记直线 MN和直线 PQ的斜率分别为 1k ， 2k .

①求 AM与 AN的斜率的乘积；

②问
1

2

k
k 是否为定值，若是，求出该定值；若不是，说明理由.

【答案】（1）
2 2

1
4 2
x y

  .

（2）①
1
2

 .② 1

2

k
k 为定值

2
3
.

【解析】

【分析】（1）根据已知条件知点 G的轨迹符合椭圆定义，运用椭圆定义求解即可.

（2）①设出 M、N坐标，运用点 M、N在椭圆上进行等量代换及斜率公式计算 AM ANk k 即可；

②设出直线 AM与直线 AN的方程，联立直线 AM方程与椭圆方程可得 0x 、 0y ，进而求得 1k ，联立直线 AM方程与

圆方程可得
1

x 、 1y ，同理可得
2

x 、 2y ，进而求得 2k ，代入
1

2

k
k 计算可得结果.

【小问 1详解】

由题意知， 1( 2,0)F  ， 4r  ，因为 2( 2 2) 0 16   ，所以点 2F 在圆 1F内，

如图所示，

由题意知， 2| | | |GE GF ，所以 1 2 1 1 1 2| | | | | | | | | | 4 | | 2 2GF GF GF GE EF r F F        ，

所以动点 G的轨迹为：以 1F、 2F 为焦点且长轴长为 4的椭圆.

即： 2 4a  ， 2c  ，所以 2a  ， 2 2 2b a c   ，



所以动点 G的轨迹 C的方程为
2 2

1
4 2
x y

  .

【小问 2详解】

①由题意知，直线 AM与直线 AN的斜率存在且不为 0，

设 0 0( , )M x y ， 1 1( , )P x y ， 2 2( , )Q x y ，则 0 0( , )N x y  ，

∵M、N在椭圆上，∴
2 2
0 0 1
4 2
x y

  ，即
2 2
0 04 2x y  ，

∴

2 2
0 0 0 0

2 2
0 0 0 0

1
2 2 4 4 2 4 2AM AN

y y y yk k
x x x y

      
    

,

即：直线 AM与直线 AN的斜率的乘积为
1
2

 .

②设直线 AM方程为 2x my  ，

由①知，
1
2AM ANk k   ，所以

2AN
mk   ，则直线 AN方程为

2 2x y
m

   ，

联立
2 22 2

2
( 2) 4 0

1
4 2

x my
m y myx y

 
    

 

，

因为 A、M在轨迹 C上，所以 0 2

40
2
my

m


 


，即： 0 2

4
2
my

m





，所以
2

0 0 2

4 22
2
mx my

m


  


，

所以
0

1 2
0

2
2

y mk
x m

 


，

联立
2 2

2 2

2
( 1) 4 0

4
x my

m y my
x y
 

     
，

因为 A、P在圆上，所以 1 2

40
1
my

m


 


，即： 1 2

4
1
my

m





，所以
2

1 1 2

2 22
1
mx my

m


  


，

同理： 2 2

8
4

my
m




，
2

2 2

2 8
4

mx
m





，

所以

2
2 1

2 4 2
2 1

(3 6) 3
4 2

y y m m mk
x x m m
 

  
  

，

所以

2
1

2
2

2 2 2
2 3 3

k m m
k m m


  


，即

1

2

k
k 为定值

2
3
.

【点睛】方法点睛：圆锥曲线中的定值问题的常见类型及解题策略

(1)求代数式为定值．依题设条件，得出与代数式参数有关的等式，代入代数式、化简即可得出定值．

(2)求点到直线的距离为定值．利用点到直线的距离公式得出距离的解析式，再利用题设条件化简、变形求得．

(3)求某线段长度为定值．利用长度公式求得解析式，再依据条件对解析式进行化简、变形即可求得．

21. 已知函数    2e cos ln 1xf x ax x x     .

（1）若 1a  ，求证；函数  f x 的图象与 x轴相切于原点；



（2）若函数  f x 在区间  1,0 ，  0,  各恰有一个极值点，求实数 a的取值范围.

【答案】（1）证明见解析

（2）
3 ,
2

  
 

【解析】

【分析】（1）当 1a  时，    2e cos ln 1xf x x x x     ，得到  0 0f  ，求导，再根据导数的几何意义即可

得证；

（2）先证明出 e 1x x  ，当且仅当 0x  时，等号成立，三次求导后，结合第三次求导后的函数单调性及

 0 3 2h a  ，分
3
2

a  和
3
2

a  两种情况，结合零点存在性定理进行求解，得到实数 a的取值范围.

【小问 1详解】

因为 1a  ，    2e cos ln 1xf x x x x     ，  0 0f  ，

又   1e 2 sin
1

xf x x x
x

    


，

所以  0 0f   ，所以在点   0, 0f 处的切线方程为 0y  ，

所以函数  f x 的图象与 x轴相切于坐标原点；

【小问 2详解】

先证明不等式 e 1x x  恒成立，

令   e 1xx x    ，则   e 1xx   ，

当 0x  时，   0x  ，当 0x  时，   0x  ，

所以  x 在  ,0 上递减，在  0,  上递增，

故    0 0x   ，所以 e 1x x  ，当且仅当 0x  时，等号成立，

  1e 2 sin
1

xf x ax x
x

    


，令    g x f x ，

 
 2

1e 2 cos
1

xg x a x
x

    


，

令    h x g x ，  
 3

2e sin
1

xh x x
x

   


，

当  1,0x  时，  
 3

2e sin 1 sin 2 sin 1 0
1

xh x x x x
x

          


，

故  h x 在  1,0 上为减函数，

因为  0 3 2h a  ，所以当3 2 0a  ，

即
3
2

a  时，   0h x  ，



所以  g x 为增函数，故    0 0g x g  ，

所以  f x 为减函数，故函数  f x 在  1,0x  无极值点；

当
3
2

a  时，当  1,0x  ，因为  g x 为减函数，  0 3 2 0g a    ，

1 11 1
2 21 1 11 e 2 cos 1 2 e cos 1 0

2 2 2
a ag a a

a a a
        

                       
     

，

故必存在  0 1,0x   ，使得  0 0g x  ，

当  01,x x  时，   0g x  ，  g x 为增函数，

当  0 ,0x x 时，   0g x  ，  g x 为减函数，

而  0 0f   ，故  0 0f x  ，

又因为
2
11 2e

2 2 2

1 2 11 e 2 sin 1 e
e e e

a a
a a a

af a
                

   

  2 2
1 1 11 12 e e 2

2 2 2

2 1 22 e e sin 1 1 e sin 1 e 0
e e e

a aa a
a a a

a aa
                      

   
，

所以必存在  01,m x  ，   0f m  ，

且当  1,x m  ，   0f x  ，  f x 为减函数，

当  ,0x m ， ( ) 0f x¢ > ，  f x 为增函数，

故  f x 在区间  1,0 上有一个极小值点m，

令    
 3

2e sin
1

xt x h x x
x

   


，

因为  
 4

6e cos 0
1

xt x x
x

    


，所以  h x 在  0,  上单调递增，

又因为  0 0h  ，  1 0h  ，所以总存在  1 0,1x  使  1 0h x  ，

且当  10,x x 时，   0h x  ，  h x 单调递减，

 1,x x  时，   0h x  ，  h x 单调递增，

当  0,x  ，  0 3 2 0h a   ，

且    
 

 
 

2
2 2

1 12 e 2 cos 2 1 cos 2 0
2 1 2 1

ah a a a a
a a

       
 

，

故必存在  2 0,x   ，使得  2 0g x  ，

 20,x x ，   0g x  ，  f x 为减函数，

 2 ,x x  ，   0g x  ，  f x 为增函数，



因为  0 0f   ，所以当  20,x x ，   0f x  ，即  2 0f x  ，

又因为        44 2 21 14 e 8 sin 4 1 8 sin 4
4 1 4 1

af a a a a a a
a a

         
 

 4 2 3 12 4 4 1 sin 4 0
4 1

a a a a a
a

       


，

故存在  2 ,n x  ，使得   0f n  ，

且当  2 ,x x n ，   0f x  ，  f x 为减函数，

当  ,x n  ， ( ) 0f x¢ > ，  f x 为增函数，

故  f x 在区间  0,  有一个极小值点n，

所以若函数  f x 在区间  1,0 ，  0,  各恰有一个极值点，

综上：实数 a的取值范围是
3 ,
2

  
 

.

【点睛】方法点睛：隐零点的处理思路：

第一步：用零点存在性定理判定导函数零点的存在性，其中难点是通过合理赋值，敏锐捕捉零点存在的区间，有时

还需结合函数单调性明确零点的个数；

第二步：虚设零点并确定取范围，抓住零点方程实施代换，如指数与对数互换，超越函数与简单函数的替换，利用

同构思想等解决，需要注意的是，代换可能不止一次.

（二）选考题：共 10分.请考生在第 22、23题中任选一道作答.如果多做，则按所做的第一题计分.
【选修 4-4：坐标系与参数方程】

22. 在直角坐标系 xOy中，曲线C的参数方程为
2 sin 2cos ,
1 cos 2sin

x
y

 
 

  
   

（ 为参数），以坐标原点为极点， x轴

正半轴为极轴建立的极坐标系中，直线 l的方程是 cos 1
3
    

 
．

（1）求曲线C的普通方程和直线 l的直角坐标方程；

（2）若点A的坐标为  2,0 ，直线 l与曲线C交于 P，Q两点，求
1 1
AP AQ

 的值．

【答案】（1）曲线C的普通方程为    2 22 1 5x y    ；直线 l的直角坐标方程为 3 2 0x y  

（2） 17
4

【解析】

【分析】（1）直接消去参数 ，可得到曲线C的普通方程，先 cos 1
3
    

 
化简，然后利用极坐标与直角坐

标的关系可得到直线 l的直角坐标方程；

（2）由（1）可得直线 l的倾斜角，设出直线 l的参数方程，代入到曲线 C的直角坐标方程，可得关于 t的一元二次

方程，设点 A，B 对应的参数分别为 1 2,t t ，根据韦达定理，可得 1 2 1 2,t t t t 表达式，结合 t的几何意义，即可得答案.



【小问 1详解】

由
2 sin 2cos
1 cos 2sin

x
y

 
 

  
   

可得
� − 2 = sin� + 2cos�
� − 1 = cos� − 2sin�

将上式分别平方，然后相加可得    2 22 1 5x y   

由 cos 1
3
    

 
可得 cos cos sin sin 1

3 3
      

 

即
1 3cos sin 1
2 2
     ，则 3 2 0x y  

【小问 2详解】

由（1）可知直线 l的斜率为
3
3

，则其倾斜角为
6


，且点  2,0A 在直线 l上，

所以直线 l的参数方程为：

2 cos
6

sin
6

x t

y t





  

 


，即

32
2

1
2

x t

y t


 


 

（ t为参数）

将直线 l的参数方程代入曲线 C的普通方程，整理得 2 4 0t t  

设点 A，B 对应的参数分别为 1 2,t t ，则 1 2 1 21, 4t t t t   

则
 21 2 1 21 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

41 1 1 1 t t t tt t t t
AP AQ t t t t t t t t

  
     

1 16 17
4 4


 

【选修 4-5：不等式选讲】

23. 已知函数   2 1f x x x m m     ．

（1）当 2m  时，求函数  f x 的定义域；

（2）设函数  f x 的定义域为M ，当
1
2

m   时，
1[ , ]
2

m M  ，求实数m的取值范围．

【答案】（1） ( , 1] [5, )    ；

（2）
1 1
2 4

m    .

【解析】

【分析】(1)将 2m  代入，列出不等式，再解含绝对值符号的不等式作答.

(2)利用给定条件去掉绝对值符号，转化成恒成立的不等式，分离参数构造函数推理作答.

【小问 1详解】

当 2m  时，   2 1 2 2f x x x     ，依题意， 2 1 2 2 0x x     ，

当 2x   时，不等式化为：1 2 2 2 0x x     ，解得 1x  ，则有 2x   ，



当
12
2

x   时，不等式化为：1 2 2 2 0x x     ，解得 1x   ，则有 2 1x    ；

当
1
2

x  时，不等式化为： 2 1 2 2 0x x     ，解得 5x≥ ，则有 5x≥ ，

综上得： 1x   或 5x≥ ，

所以函数  f x 的定义域为 ( , 1] [5, )    .

【小问 2详解】

因当
1
2

m   时，
1[ , ]
2

m M  ，则对
1[ , ]
2

x m   ， 2 1 0x x m m     成立，

此时， 2 1 0x   ， 0x m  ，则 2 1 0 1 2 0x x m m x x m m           2 3 1m x    ，

于是得
1[ , ]
2

x m   ， 2 3 1m x   成立，而函数 3 1y x   在
1[ , ]
2

m 上单调递减，

当
1
2

x  时， min
1
2

y   ，从而得
12
2

m   ，解得
1
4

m   ，又
1
2

m   ，则
1 1
2 4

m    ，

所以实数m的取值范围是
1 1
2 4

m    .


